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第 - 章 基本 概念 


本 章 主要 介绍 李 代数 理论 的 最 基本 概念 和 一 些 重 要 的 李 代 
数 . 这 些 重要 的 李 代数 有 许多 方面 的 应 用 ,所 以 不 能 仅仅 把 它们 作 
为 例子 来 看 待 . 

设 4 是 域 上 的 一 个 mXn 和 窍 阵 . 我 们 以 后 经 常 使 用 下 面 一 
些 符 号 : enti4 表示 4 的 第 i 行 ,第 j 列 的 元 素 ; row;A 表示 4 的 
第 i 行 ; cou4 表示 4 的 第 j 列 .车 m= 二 n, 即 4 是 域 上 的 nn 阶 
方 阵 , 则 用 det4 表示 4 的 行列 式 ; tr4 表示 4 的 迹 , 即 

trA 一 SentsA. 


我 们 以 ids 表示 集合 $ 的 恒 等 映 射 ， 
8$1 李 代 数 


定义 1.1.1 设 8 是 域 上 的 线性 空间 , 且 9 中 有 二 元 运算 
(z,y) 习 [zx,y]( 通 常 称 为 换 位 运算 或 括 积 ) 满 足下 列 三 个 条 件 : 

1) 此 二 元 运算 是 双 线 性 的 | 

2) [zz] 王 0，VzEo; 

3) [z,[y,z]] 十 Ly,[z,z]] 十 Lz,Ezy] 王 0，VzyyyzE9. 
则 称 9 为 域 上 的 李 代 数 (Lie algebra )， 

定义 1.1. 1 中 条 件 3) 称 为 Jacobi 恒等式 . 

一 个 李 代数 9 的 维 数 即 9 作为 线性 空间 的 维 数 dimg. 

显然 ,如 果 域 的 特征 chF 关 2, 则 定义 1,1.1 中 条 件 2) 等 价 
于 

2') [zy 一 一 [y,zj， Yzx,y€E9, 即 二 元 运算 是 反对 称 的 . 此 
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时 ,二 元 运算 只 要 对 一 个 变量 是 线性 的 ,自然 就 是 双 线 性 的 了 . 
定义 1.1. 1 中 条 件 3) 与 下 列 条 件 等 价 : 
3 ) [Lzx,yl,z]+ [Ly,z],7x]+[[Lz,z],y]=0, Yr,y,ZEQ; 
3 [zx,Ly,zj]=[Ez,yj,zj+ Ly,Lr,z)], Vr,y,zZEQ; 
3”) [Ly,z1],z]= [Ly,z],z1+[y, Lz,z]], Vr,y,z€ES. 
结合 代数 是 代数 学 中 另 一 类 重要 的 代数 结构 . 其 定义 如 下 : 
定义 1.1.2 设 % 是 域 尺 上 的 线性 空间 ,又 是 一 个 环 , 环 的 加 
法 与 线性 空间 的 加 法 一 致 ,而 且 满足 
Alab)= (Aha) * b=a* (WW), YAEF,a,bEd, (1) 
则 称 a 是 下 上 的 结合 代数 , 常 简称 为 代数 . 
如 果 结 合 代数 a 作为 环 是 交换 的 , 则 称 。 为 交换 的 结合 代数 . 
域 尺 上 的 =” 阶 方 阵 的 集合 对 通常 的 运算 构成 结合 代数 , 域 已 
上 的 二 元 多 项 式 的 集合 对 通常 的 运算 构成 交换 的 结合 代数 ,等 等 ， 
结合 代数 的 例子 不 胜 枚 举 . 
结合 代数 与 李 代数 间 有 密切 的 关系 ,下 面 定理 是 这 种 关系 表 
现 之 一 . 
定理 1.1.1 设 % 为 域 尺 上 的 结合 代数 ,在 a 中 定义 括 积 运 
算 如 下 : 
[a,56]=ab—ba, Va,bEn, (2) 
则 a 对 于 这 个 括 积 与 线性 空间 结构 ,构成 上 的 李 代数 
证 显然 由 (2) 有 
[a,al=0, VYa€a. 
又 设 放 ,A2EF;a1,az,bEQa. 于 是 
[Xait ha ,6]= (Aait Asa2)6—b Mait N62). 
由 (1) 与 (2) 知 
[Diait has ,6 1= A La ,6 二 +NLaz ,6]. 
最 后 , 设 a1,4;,a3E4, 于 是 不 难 算出 


[ai ,es,as]] 王 aliasas 一 alasaz 一 azasQi 十 aaazal， 


[a; 9 [as ,a1]] =a2sds41— ad2Q143— a34142 十 ald3Q2， 


[as,[al,az]] 王 asalas Q3C241 10203 十 420103， 

故 [ai, Las as] 十 [az Las al] 十 [as,[aiyaz]]=0. 
因而 ,a 是 一 个 李 代 数 . 1 

今后 ,对 结合 代数 a, 总 可 以 用 上 述 括 积 将 a 视 为 李 代数 . 反 
过 来 的 间 题 是 : 是 否 任何 一 个 李 代 数 都 可 以 用 这 种 方法 构造 出 
来 ? 回答 是 肯定 的 . 我 们 将 在 第 四 章 中 论述 这 个 答案 . 

现在 ,我 们 还 回 到 李 代 数 的 讨论 上 来 . 先 看 几 个 简单 的 例子 . 

例 1.1.1 以 gl(n,F) 表 示 域 上 所 及 阶 方 阵 的 集合 . 对 通 
常 的 运算 gl (x, 下) 为 结合 代数 ,于 是 也 是 李 代 数 ,其 括 积 为 

[A,B]=AB—BA, VA,BEgl(n,F). 

2(n, 玉 ) 是 上 维 李 代数 , 称 为 一 般 线性 李 代数 . 为 方便 起 见 ， 
我 们 仍 用 gl(n,) 表 示 域 六 上 阶 方 阵 的 李 代 数 . 

例 1.1.2 令 

sl(n,F)={AEgl(n,F)|trA=0), 

则 对 于 例 1. 1. 1 中 的 换 位 运算 ,si(n,F) 是 n: 一 1 维 李 代数 ， 称 为 
特殊 线性 李 代 数 . 

例 1.1.3 以 gl(V) 表 示 线 性 空间 V 的 所 有 线性 变换 的 集 
合 ， 熟知 gl(V ) 是 一 个 线性 空间 . 在 gL(V) 中 定义 换 位 运算 为 

Lz,B]= .xB— BA NA, BEgIV). 

容易 证 明 gl(Y) 是 一 个 李 代数 , 亦 称 为 一 般 线性 李 代数 . 

例 1.1.4 设 征 =(z 一 (zzyzoE 有 ||z|<e}) 其 中 玉 
为 实数 域 ,seER,e>0. 以 C*(m) 表 示 定 义 在 m 上 的 实 解析 函数 的 
集合 . 显然 ,C"Cm) 是 尺 上 的 无 限 维 线性 空间 , 令 


Bm) = (L= 阅 Ap(n 站 |Aco e Cm)). 
ee i 


@ 以 后 gl 天 ) 既 表示 域 尺 上 二 阶 方 阵 的 集合 ,也 表示 其 李 代数 . 其 他 如 gl(V)， 
SlCnsF),sl(V), so(n) ,so CV) ,splns F), sp lV) wun) ulV) Dn FF) Dm), tn, F), 
n(n, 玉 ) 等 类 似 既 表示 相应 的 集合 ,也 表示 其 相应 的 李 代 数 . 
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多 (m) 中 任 一 元 素 虐 == >) p(x) 学 是 C“Cm) 的 线性 变换 ,其 定 
t=1 ’ 
义 为 
LO = Dl) PE, fz) € Cem). 


容易 验证 儿 (m) 是 RR 上 的 无 限 维 线性 空间 , 在 多 (m) 中 定义 换 位 
运算 为 

[L,M]=LM—ML, VL,MEYD(m), 
则 多 (Gm) 为 无 限 维 李 代数 . 


事实 上 ,如 果 工 = Dx) BM = D(z) Bx， 则 


3 3 
[L, Mon 党 SCZ (Cz) EE 


故 [L,M]E 多 Om). 雪 们 运算 满足 定 义 条 件 是 容易 检验 的 

定义 1.1.3 若 域 KF 上 的 李 代数 9 中 元 素 zx,y 满足 

[Lz ,yj 二 0， 

则 称 z,y 是 交换 的 . 若 g 中 任意 二 元 素 均 是 交换 的 , 则 称 % 为 交换 
李 代数 或 Abel 李 代数 . 

显然 ,交换 结合 代数 a 所 确定 的 李 代数 是 交换 李 代 数 . 

例 1.1.5 设 V 是 域 i 上 的 线性 空间 . 定义 

[x,y|=0, Vx,yEYV, 

则 VV 是 交换 李 代 数 . 

例 1.1.6 设 5(n,F) 为 域 F 上 4 阶 对 角 方 阵 的 集合 , 即 

bn,F)= {AEgln,F)|A=diag(ai,as as))， 

则 对 例 1.1. 1 中 的 换 位 运算 ,b(n,F) 是 n 维 交换 李 代 数 . 

定义 1.1.4 设 zi,z2，… ,zx 是 域 f 上 4 维 李 代数 4 的 一 组 
基 , 于 是 有 C5EF,1&i,j,k<n 使 得 


[xi, x;] 一 PCs, 1 和 1 7 < 委 也。 
=] 


我 们 称 {C% | 1 过 1, 7 和) 为 李 代 数 0 对 于 基 Tl Ts 9 Tn 的 结构 
4 


常数 . 
例 1.1.7 8 为 域 下 上 ?= 维 交 换 李 代数 的 充分 必要 条 件 是 6 . 
对 于 任何 一 组 基 的 结构 常数 C%==0,1<&i,j,k<&n. 

事实 上 , 设 zi ,zz,… ,ri 为 9 的 基 . 车 9 交换, 则 [zi,zxjj]=0， 
故 C5 二 0. 

反之 ,车 C5 一 0,1 声 ij ,hk 才 n, 则 [xijj 二 0., 于 是 


| Daz,, D6z, |= Dadilzrisr] = 0, Vasb; EF. 
i=1 J=1 1 


故 9 是 交换 李 代 数 . 
例 1.1.8 在 si(2,F) 中 可 取 基 
1 9 0 1 _ 10 0 
0 一 1) 0 中 x=|， 中 
则 % (2 天) 对 于 基 Xi;,X;,X; 的 结构 常数 C$ 为 
C=0, 1&i,kS3; 
Cl=C4=0,， C1,=—Ch=2,， Ci 一 Ci 一 0; 
Cl Ch Ci CH 0， Ci 一 一 Ca 一 一 2; 
CC 为 一 一 C3 一 一 ] » C%s=C32 =C3=C3,=0, 
定理 1.1.2 设 域 下 上 维 李 代数 9 对 于 基 zx,x;,… ,zx 的 
结构 常数 为 C5 (Si,j,k 志 n), 则 
| Ci=0, 1&i,k<n; (3) 
C=—0, 1<i,j, kn; (4) 
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-| 


> CCR CECE + OCW) = 0, 1 Eijk mn (5) 
l=1 


反之 ,车 CyEF(i, j,k 才 n) 满 足 式 (3)- 一 (5), 则 存在 域 下 
上 的 维 李 代数 以 {C$} 为 结构 常数 . 
证 由 [zi,zij==0, 立 即 可 得 (3). 
由 [zz 门 一 一 [zz ,立即 可 得 (4). 
又 由 定义 1.1.1 中 等 价 条 件 3 ) ,有 
[Liz 站 ,za 十 ELzsz,z 门 二 LELziza,z] 一 0. 


故 有 
>) >)(CCR + CHC 十 CUC2)zm = 0， 
me i 
因而 式 (5) 成 立 . 
反之 , 设 0 为 域 F 上 n 维 线性 空间 . T1 X29 9 Tn 为 0 的 一 组 


基 . 设 z= azy = >Wbjzy € 8. 在 8 中 定义 换 位 运算 如 下 ， 
[z,y] = 2 bjClze. 


显然 ,此 二 元 运算 是 双 线 性 的 . 又 
[Lzyzj] = Daa = 0. 


又 设 z = 》) cxi. 则 有 


LLz,yj,z]+ [Lz,r],yj+[Ly,z2j],z] 
= 2) Pawbea CCE 十 CUCT 十 ChCE) zn 
=0. | 
因而 6 是” 维 李 代 数 , 对 于 基 xz ,zx,,… ,zx, 的 结构 常数 为 {C5}. 1 
注 ”如果 域 忆 的 特征 chzF 和 2, 则 (3) 是 (4) 的 特殊 情形 ,不 必 
单独 列 出 . 
定理 1.1.3 设 域 i 上 维 李 代数 g 对 于 基 zi,zi,…,xz, 与 
基 yi ,yz，… ,ys 的 结构 常数 分 别 为 G5 与 C#(1<i,j,h<n). 又 


EL 
y; 一 > ar;, 1 二 i 志 1， 
=1 


则 
Deen 一 asacs, 1 ij ln. (6) 
证 由 假设 有 
[y;,yj] = Dy 一 2 Cou 
另 一 方面 又 有 
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[yy 站 =| yascy yanz |= DlasarChz. 
故 (6) 成 立 . | 
习 题 
1. 试 证 3 维 实 向 量 空间 以 向 量 积 为 换 位 运算 是 一 个 李 代数 . 
2. 设 多 (R*) 中 由 六 一 和 一 站 区 2 3 线性 
生成 的 空间 8 对 于 例 1. 1. 4 中 的 换 位 运算 构成 一 个 3 维 李 代数 . 


并 求 出 Q 对 于 基 LL ,ZL ,ZLs 的 结构 常数 . 


、 : 9 9 9 9 
3., 设 多 (Ri) 中 由 Li= Zz, Dzs Ts Bz LT az Zl az;， 


六 一 mm 3 一 阅 汉 张 成 的 实 3 维 空间 为 8. 试 证 8 对 于 例 1.1.4 
中 的 换 位 运算 构成 一 个 李 代 数 . 并 求 8 对 于 L1,L,L 的 结构 党 
数 . 

4. 设 8 是 一 个 2 维 李 代数 , 且 非 交换 . 试 证 9 中 有 基 z,y 使 
得 

[zy]J=7. 

5. 以 表示 第 i 行 ,第 j 列 处 元 素 为 1, 其 余 元 素 为 0 的 4 阶 

方 阵 . 求 李 代 数 gl (n, 下 ) 对 于 基 {E,1 志 i,j 坟 nn} 的 结构 常数 


CC (0 
$2 子 代数 、 理 想 与 商 代 数 


设 m,n 为 李 代数 9 的 非 空 子 集 . 分 别 以 mm 十 na,[myn] 表 示 由 
(MT+NIMEm, NEn) LAN MEm ,NEn} 张 成 的 子 空间 . 
显然 对 于 9 的 任意 子 空间 m,n,mi,m; 与 p 有 下 列 性 质 ， 

3) m+mz,n Cm, n+ [m,n]; 

2) [m,n]=[n,m]; 

3) Lm,Ln ,pLn, Fm,p]+ [Ep, [myn]]. 


定义 1.2.1 车 李 代 数 9 的 子 空间 5 对 换 位 运算 封闭 , 即 
[9,9j 导 6, 则 称 b 为 8 的 ( 李 ) 子 代数 . 

若 6 的 子 空间 6 满足 [69,09, 则 称 为 9 的 理想 . 

显然 ,6 的 理想 必 为 8 的 子 代数 ,9 的 子 代 数 本 身 也 是 李 代 数 . 
9 与 {0} 自 然 是 9 的 理想 , 称 为 平凡 理想 . 

者 包 ,9 都 是 4 的 子 代 数 , 则 了 Nb; 也 是 9 的 子 代数 . 如 果 息 
为 理想 ,多 为 子 代数 , 则 所 一 bs 仍 为 6 的 子 代数 . 

车轴 ,bs 都 是 g 的 理想 , 则 总 十 刀 , 乓 门 s 与 [1,9sj 也 是 9 的 理 
想 , 且 有 下 面 关 系 ， 

b+b,2b Db fb,2Lb ,bj， 1 一 1，2. 

例 1.2.1 由 8$1 例 1.1.1, 例 1.1.2 及 例 1.1.6 知 b(0z, 严 ) 是 
glC: 天) 的 子 代数 . (Cn, 玉 ) 是 gl(n, 下 ) 的 理想 . 

事实 上 , 若 4,BEgl(z,P), 则 有 

tr(L4,Bj):=tr(C4BE 一 B4) 一 0. 


因而 有 
[gl DELgl PP) ,gl nF) lIEsn,F). 
故 s Ca, 玉 ) 是 ga 天) 的 理想 . 
定义 1.2.2 设 m 是 李 代数 9 的 一 个 非 空子 集 . 称 
Cm)={(XEgILX, MI]=0, YMEm)} (1) 
为 m 在 9 中 的 中 心 化 子 .特别 , 称 C,(8) 为 8 的 中 心 , 简 记 为 CC9). 
定义 1.2.3 设 n 是 李 代数 g 的 一 个 子 空间 ， 称 
Nm)={XEQILX ,NJEn, YNEn) (2) 
为 n 在 9 中 的 正规 化 子 . 
定理 1.2.1 设 g 是 域 尺 上 李 代 数 ， 
1) 阁 m 是 9 的 非 空 子 集 , 则 CCm) 是 9 的 子 代 数 ; 
2) 车 1 是 8 的 子 空间 , 则 Ns, (mn) 是 9 的 子 代数 ， 
3) 若是 9 的 子 代数 , 则 日 是 NeG) 的 理想 ; 
4) 上 为 8 的 理想 当量 仅 当 Ns,08)=&. 此 时 CO) 也 是 4 的 理 


证 1) 显然 ,对 于 MEm,[L0,A0=0. 故 0ECeGm). 又 若 zyy 
EC Cm) ,4,uEFR, 则 
[aztpy MI]=A[z, MJ+pLy, Mj=0, VMEm; 
[Lzx,yj,MJ=[LLz,M}),y]+[z,Ly, MI]=0, YMEm. 
故 C,(m) 是 9 的 子 代 数 . 
2) 显然 ,Co(n)CNCn), 又 若 NEn;yzx,yE Nel(n);A,pEF. 
由 于 n 为 子 空间 , 故 
[Lazt+pys NJ=Azx,NJ+pLy, NjEn; 
[Lz,yj, NJ=[Lz, NJ,yj+[Lz,Ly, NJ 
ELn, Nn) + Nn) ,nen. 
故 N,(n) 是 9 的 子 代数 . 
3) 若 晶 为 子 代 数 , 即 [9]S 因而 9CEN,0). 再 由 [N09)， 
了 G6, 故 为 NG) 的 理想 ， 
4) 为 9 的 理想 , 即 [9,9 二 8 当 且 仅 当 9 二 N60) 二 8, 即 
Ns(9) 二 8.09 为 8 的 理想 ,由 
[[g,CsCB)],bICS LL,b],CB) 1+ [eg, LC, 6) ,0]] 
ESLb,C®) 1+[Lg,0)= {0} 
知 C,09) 为 8 的 理想 .1 
推论 ” 李 代 数 9 的 中 心 CC9) 是 9 的 理想 . 
因为 4 为 9 的 理想 ,C(g)==C,(9) 之 故 . 1 
例 1.2.2 Cl《gl(n, 本 )) 二 {AX,|14EF,1, 单位 方 阵 }. 
定理 1.2.2 设 6 是 李 代数 g 的 理想 . 在 9 对 6 的 商 空 间 9/9 
二 {二 zx 十 1xE€4) 中 定义 换 位 运算 为 
[z,y]=[zx,y], Vx,y€ES. (3) 
则 976 也 是 李 代 数 , 称 为 8 对 6 的 商 代数 . 
证 我 们 首先 要 证 明定 义 (3) 的 合理 性 . 设 均 =z1,y 二 旋即 
I—Zz1,y— ED. 由 
[z,y)— [zr y= [rz y+ ry— y ED, 
知 [x,yj]= [zi, yj, 即 定义 (3) 是 合理 的 . 


关于 李 代 数 定义 中 换 位 运算 的 三 个 定义 条 件 可 以 很 容易 地 直 
接 验证 , 故 略 去 . | 

定理 1.2.3 设 4 是 李 代 数 , 则 9 中 =[g,gj 是 9 的 理想 , 称 为 
9 的 导 代 数 或 换 位 子 代数 . 

阁 了 为 8 的 理想 , 则 8/6 为 交换 李 代 数 当 且 仅 当 6028%. 

证 显然 [g,9]=92 是 9 的 理想 . 若 6 为 9 的 理想 . 则 由 (3) 
知 0/8 为 交换 李 代 数 , 即 [6/6,9/9] 一 10), 当 和 且 仅 当 VzyyEg， 
[zx,yjEb, 即 ob. | 

定义 1.2.4 若 李 代数 9 无 非 零 的 交换 理想 , 则 称 9 为 半 单 
的 . 又 车 半 单 李 代数 6 还 无 非 平凡 的 理想 , 则 称 9 为 单 李 代数 . 

显然 , 若 6 为 半 单 李 代 数 , 则 C(9)=- (0}. 又 若 9 为 单 李 代数 ， 
则 0 :=0. 

例 1.2.3 设 下 是 一 个 域 . 则 chF 尖 2 时 ,s1(2,F) 为 单 李 代 
数 ;ch 巨 一 2 时 ,si(2,F) 不 是 单 李 代 数 . 

先 讨论 chF 才 2 的 情形 . 设 为 一 非 零 理 想 . Xi,X, 与 久 ; 如 
例 1.1. 8 所 述 . 又 设 和 XI 十 加 XX 十 Xs 为 日 中 一 非 零 元 素 , 即 .， 
h,2 不 全 为 零 . 于 是 

[Xi, MX AKT AN =2(hX— AX) ED. 
若 A 二 A 二 0， 则 机 天 0, 于 是 X1ED. 设 Az , A3 不 全 为 零 ,不 妨 设 
心 天 0, 故 
LX;,AXs—AX = — XED, 

亦 有 XED. 因而 Xs 一 [Xi Xa] ,Xs= 汪 [Xs XE 由 此 知 了 
一 5/(2,P)， 即 %(2, 忆 ) 为 单 计 代数 . 

车 chF==2, 则 有 [E54(2,F). 显然 有 ,mnECCLC2, 严 )). 故 
2 (2, 王 ) 不 是 单 李 代数 1 

习 题 


1, 设 pb 是 李 代 数 9 的 子 空间 ， 1 ,2 是 9 的 基 ， 9 对 
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于 基 和 XXX X。 的 结构 常数 为 C5(1<<1 ,j,k 二 nn). 

1) 5 是 9 的 子 代 数 的 充分 必要 条 件 为 

CC 一 0， 1<,j 委 rr 十 1] 委 < 
2) 5 是 9 的 理想 的 充分 必要 条 件 为 
C=0, min(i,)<r,k>r. 

2. 设 5 是 李 代 数 9 的 理想 ，X,,Xs，…,X, 为 9 的 基 , 9 对 于 
基 XXX ,XX 的 结构 常数 为 C5 (li ,j,k 三 n). 试 求 
商 代数 9/6 对 于 基 X,,1,… ,X, 的 结构 常数 . 

3. 设 4 为 2 维 非 交 换 李 代数 , 试 求 8 与 CC9). 

4. 设 9 是 单 李 代 数 , 试 证 dimg 之 3. 

5. 求 LC3, 玉 ) 的 中 心 与 导 代数 . 


§ 3 辐 态 与 同 构 


定义 1.3.1 设 %,9: 都 是 域 玉 上 的 李 代数 . 若 91 到 8; 的 线 
性 映射 .x 满足 : 


[ew Cr) Cy) = ry)), VrsyEQ, (1) 
则 称 ex 是 91 到 9; 的 同 态 映 射 或 同 态 . 
若 % 到 9; 的 同 态 .ef 还 是 满 ( 映 上 7? 映射 , 即 
2 (Q1) =02, (2) 


则 称 x 是 满 ( 映 上 ) 同 态 ,并 称 9; 为 91 的 同 态 像 . 

设 .x 为 81 到 9 的 同 态 , 则 称 

A 1(0)={rEQ1 NY (rx)=0) (3) 

为 -ex 的 核 , 也 记 作 Ker.x. 

定义 1.3.2 若 .ez 为 李 代 数 9 到 李 代数 9, 的 线性 同 构 , 又 
是 李 代 数 的 同 态 , 则 称 .ez 为 91 到 9%: 的 同 构 ,并 称 9 与 %: 同 构 ， 
记 为 81 守 gz. 
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-ef 为 91 到 8z 的 同 构 , 即 .ee 为 线性 映射 , 且 满 足 (1),(2) 及 
Ker.x 一 10). 显然 , 李 代数 间 的 同 构 关系 是 一 个 等 价 关 系 . 

定义 1.3.3 李 代 数 g 到 自身 的 同 态 称 为 8 的 自 同 态 ,g 的 所 
有 自 同 态 记 作 Endg. 9 到 自身 的 同 构 称 为 自 同 构 ,9 的 所 有 自 同 
构 构 成 一 个 群 , 称 为 9 的 自 同 构 群 , 记 作 Autg. 

例 1.3.1 设 V 是 上 的 维 线性 空间 , 则 李 代 数 gl(V) 与 
李 代 数 gl(n, 下 ) 同 构 . 

事实 上 ,在 V 中 取 定 一 组 基 e 二 {61,e,… ,es). 以 M(x) 表示 
ey Egl(V) 在 e 下 的 矩阵 于 是 映射 .or-~M(ez)(CVY-erEgLCV)) 
是 gl(V) 到 gl(n,F) 的 同 构 映射 . 

例 1.3.2 设 9 为 域 F 上 4 维 交换 李 代 数 , 则 9 的 任何 线性 
变换 都 是 9 的 自 同 态 , 即 Endg=gl(G);9 的 任何 可 道 线性 变换 都 
是 9 的 自 同 构 , 即 Aut9=GL(9), 这 里 GLCV) 表 示 线 性 空间 V 的 
所 有 可 逆 线 性 变换 构成 的 群 , 称 为 一 般 线 性 群 . 

定理 1.3.1 设 9 是 李 代数 的 理想 , 则 9 到 9/9 的 线性 自然 
映射 TAT: 

ff(z) 一 z 二 9， VYzEg . (4) 
是 8 到 4/9 的 满 同 态 ,x 也 称 为 自然 同 态 . 

又 车 是 4 到 6 的 满 同 态 , 则 Kerf 是 8 的 理想 ,并 且 有 

8/Kerf 到 9 的 同 构 映 射 7 满足 

f° 一， (5) 
这 里 x 表示 8 到 g/Kerf 的 自然 同 态 .或 者 说 有 下 面 可 交换 的 同 态 
图 表 : 


gi 
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证 显然 ,xz 是 9 到 9/ 的 满 线 性 映射 , 由 于 5 为 理想 , 故 
Vz,yEg, 有 
[rz) ,a Cy)]= [Lz+b,y+d]= [zr,yj+d=x([z,y)). 
因而 x 是 9 到 9/9 的 满 同 态 . 
由 于 f 是 9 到 的 同 态 , 故 Kerf 是 9 的 线性 子 空间 , 且 由 
fl[g,Kerf])=[/ (0),f (Kerf)]=[9,0]=1{0} 
知 [6,Kerf]] 守 Kerf, 即 Kerf 是 9 的 理想 . 
从 线性 代数 理论 知 9/Kerf 到 91 的 映射 了 ， 
fxr))=fr), Vrl(r)EQG/Kerf 
是 线性 同 构 上 映射 ,满足 (5). 又 Vr(z),rty) Eq/Kerf, 有 
frr) Ay D)=f arr,sy)))= f(x,y]) 
=[f (2), fy)]= [Lf a6)), fry))]. 
故 f 是 李 代 数 的 同 构 映射 。 1 

定理 1.3.2 设 f 是 李 代 数 8 到 李 代 数 5 的 满 同 态 ,8 一 
Kerf, 则 下 面 结果 成 立 ， 

1) f 建立 了 9 中 包含 8 的 子 代数 与 6 的 子 代 数 之 间 的 一 一 对 
应 ; 

2) 上 述 对 应 将 理想 对 应 到 理想 ; 

3) 若 9 为 0 的 理想 , 且 1 二 6, 则 9/91 同 构 于 b/f (80). 

证 1) 从 线性 代数 理论 我 们 可 知 ,f 建立 了 8 中 包含 8 的 子 
空间 与 的 子 空间 之 间 的 一 一 对 应 ，f(f1001))= 包 ,其 中 为 6 
的 子 空间 . 而 广 1 (0)= (xzE81f(zx)Eb}， 由 于 了 是 同 态 , 故 ， 
[FAD ,了 620) 入 (91) 当 且 仅 当 [y,01]Sb, 基 1(91) 是 8 
的 子 代数 当 且 仅 当 四 是 6 的 子 代 数 , 

2) 由 于 了 是 满 同 态 , 即 f(9)==b. 又 由 于 9 二 /1(9), 故 
[9, 广 ()js 广 29) 当 且 仅 当 [9,9Sp， 即 广 :是 8 的 理 
想 当 且 仅 当 是 的 理想 . 

3) 设 二 8, 且 9 为 8 的 理想 . 于 是 由 2) 知 f(91) 为 b 的 理 
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想 . 令 zx 为 上 到 9/ 的 自然 同 态 . 因而 x。f 是 8 到 5/fC91) 的 
满 同 态 ,就 有 下 面 的 同 态 交 换 图 表 ， 


b 


0 一 一 一 


本 b/f(9) 
于 是 由 
Ker(x° f)={r€EQ|rzr° f(r)=/(01)) 
={r€EQ| fr) E fF)) 
一 广 CGOD) 一 0， 
知 8/91 与 6/f(91) 同 构 . | 
推论 1 设 a,b 分 别 为 李 代数 6 的 理想 与 子 代 数 , 则 a 门 8 为 
b 的 理想 , 且 (a 十 6)/a 与 ba 站 b 同 构 . 
事实 上 , 设 < 为 6 到 9/a 的 自然 同 态 . 又 设 /为 x 在 b 上 的 限 
制 , 即 7 一 r|;， 于 是 ,f06) 与 6/Kerf 同 构 ,x(a 十 9) 与 (a 十 b)/a 同 
构 . 又 由 (0)==x(a 十 b)， 
Kerf={xE€Eb|If(r)=r(r)=0}=bfa. 
故 b/a 人 Nb 与 (a 十 6b)/fa 同 构 . 
推论 2 设 a,b 都 是 李 代数 9 的 理想 , 且 aCSbce, 则 (8/a)/ 
Ca) 与 09/ 同 构 . 
设 mm 分 别 为 96 到 9%/,9] 的 自然 同 态 . 于 是 有 9/a 到 9 
的 满 线 性 映射 六 ,使 得 


t=f ox 9 /a 
如 有 图 所 示 . 而 且 | 4 
Kerf=b/a. 
又 VYzx,yE€E9, 有 976 
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[frr)), fr ly))] 
= [x Cx) ,ry) = (Lr,y]) 
=f(x([Lz,y)])) 
一 Li(Cz),riCy)])， 
故 了 是 同 态 映射 , (8/4)/(b/a) 与 9/b 同 构 .， 1， 

一 类 用 得 很 普遍 的 重要 同 态 是 李 代 数 9 到 线性 李 代数 gl(V) 
中 的 同 态 . 

定义 1.3.4 设 % 是 域 尺 上 的 李 代数 ,” 是 下 上 的 线性 空间 ， 
若是 9 到 glCVY) 中 的 一 个 同 态 , 则 称 pb 是 9 的 一 个 以 V 为 表示 
空间 的 线性 表示 ,简称 表示 . dimV 称 为 表示 的 维 数 ， 称 Kerp 为 表 
示 的 核 . 

通常 以 (p,V) 记 以 V 为 表示 空间 的 表示 ， 下 面 的 定理 给 出 了 
李 代 数 的 一 个 重要 表示 . 

定理 1.3.3 设 % 是 域 尺 上 的 李 代数 , 则 对 任 一 zEg, 可 定义 
g1(9) 中 一 个 元 素 adz 为 

adzx(y)=[zx,y], VyE€Ed. (6) 
9 到 g1(8) 的 映射 zadz 是 % 的 以 9 为 表示 空间 的 一 个 表示 , 称 
为 9 的 伴随 表示 , 记 作 (ad,g) 或 ad。, 且 Ker ad 一 C(o). 

证 由 于 换 位 运算 [x,y] 对 于 y 是 线性 的 ,于 是 由 (6) 定 义 的 
adx€ gl(9). 又 由 换 位 运算 [rx,yj 对 z 也 是 线性 的 ,于 是 映射 x 一 
adz 是 0 到 gl(9) 的 线性 映射 ， 又 VYzizzyEo, 我 们 有 

adLziyzz](y) 一 [[zi ,X21yJ 
=[[Lzi,yj,x2j+ [zi, Lzz,y]] 
= [zi, Lz2,y]j—Lz, Lx, y]] 
一 (adzl adzz 一 adzsadzl)(y) 
=[adzi,adzrs J(y), 
即 有 
ad([zi,x2]))=[adzi,adz], Vzi,xiEQ, (7) 
故 z>adz 是 9 到 gl(8) 中 的 同 态 , 即 (ad,9) 为 8 的 表示 . 


又 XEKerad 当 且 仅 当 adz 一 0, 当 且 仅 当 VyE9,[Lz,y]=0， 
即 zxEC(o)， 于 是 Kerad=C(Co)， 1 

推论 ” 单 李 代数 4 一 定 与 某 个 线性 李 代 数 ( 即 一 般 线 性 李 代 
数 的 子 代 数 ) 同 构 . 

事实 上 ,由 于 Cl) 二 {0), 故 4 与 adg 同 构 , 而 adg 是 g1(9) 的 
子 代数 .， 1 

习 题 

1. 证 明 ; 若 f 是 李 代 数 9g 到 交换 李 代 数 了 的 同 态 , 则 9S 
Kerf. 

2. 设 9%,9: 都 是 域 尺 上 的 李 代数 , 以 Hom(91,9z) 表 示 所 有 91 
到 % 的 同 态 的 集合 , 试 证 Hom (9 ,9:) 为 域 忆 上 的 线性 空间 . 

3. 设 % 为 域 尺 上 的 李 代 数 ， 试 证 Endg 为 上 的 结合 代数 . 

4. 设 8 是 3 维 李 代数 , 且 L9,9]=9, 试 证 9 是 单 李 代数 . 


$4 线性 李 代 数 


我 们 称 一 般 线 性 李 代数 gl(z,F)( 或 gl(V),Y 是 域 上 的 n 
维 线性 空间 ) 的 子 代 数 为 线性 李 代数 . 如 sil(n,F) ,b(n,F) 都 是 线 
性 李 代数 . 本 节 还 将 举 出 一 些 重要 的 线性 李 代 数 . 

定理 1.4.1 设 和 MM 是 域 Ki 上 的 x 阶 方 阵 , 则 

gnM,F)={XEgln,F)|XM+MX' =0} (1) 

是 已 上 的 线性 李 代 数 . 又 若 M 与 Mi 合同 , 即 有 天 上 阶 可 道 方 
阵 4 使 得 M=4M4' , 则 g(a,M,P) 与 gCOa Mi ,7) 同 构 ， 

证 显然 ,g (n, M,F) 是 gl (n,F) 的 子 空间 . 又 设 和 ,7E 
gln,M,F), 于 是 由 

[X,YJM+MLX,YJ=(XY—YXYM+M(Y’'X'— X'Y') 

=X(YM-+MY')—Y (XM+MX')=0 
知 [X,Y]JEg(r,M,F), 故 gl(n,M,F) 是 上 的 线性 李 代数 . 
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因为 4 可 道 ,AM 一 4M4'. 定义 gzRE) 的 线性 变换 了 如 下 ， 
f(X)=AXAT!, VXEgln,F). (2) 
显然 ,fTEGL(gl(n,F)), 又 YX,YEgl(n,F), 有 
f [X,YD)=ACXY—YXA '=[f(X),f(Y)]. 
故 f€EAtt(gl(n,F)). 

又 了 XM 十 MX' 一 0, 当 且 仅 当 A(XM--MX')A'==0, 当 且 仅 当 
AXA !' AMA' 十 AMA'A'-'X'A' 二 0, 当 且 仅 当 f(X)Mi 十 
Mif(X)'=0. 故 f (g(rn,M,F))=g(n,Mi, 了 下 ), 即 gln,M,F) 与 
SC Mi FE) 同 构 ， 1 

从 这 个 定理 我 们 可 以 得 到 下 列 重要 李 代 数 , 以 下 均 以 1, 表示 
n 阶 单位 方 阵 . 

s0(n,C) 二 g(n,1,,C) 称 为 复 正 交 李 代数 ， 当 n= 二 2m 十 1 时 , 记 
so(2m 二 1,C)=B,, 当 n=2m 时 ,id so C2m,C0)=D,. 

s0(n) 二 soln,R) 二 gn,1,,R) 称 为 实 正 交 李 代 数 . 

令 

:0 I 
| 
ey 
spln,C) 一 g(2n,J,,C) 称 为 复 辛 李 代 数 ,也 记 为 C，. 
spln,R) 一 g (2n,J,,R) 称 为 实 辛 李 代 数 . 


令 


1 一 人 0 
Im=| 0 
so(p,9) 一 &E(Toro RD) 称 为 (p,9g) 型 Lorentz 李 代数 . 

定理 1.4.2 设 M 是 -- 个 交 阶 复 和 矩阵 , 则 
g’ (nMC)={XEgln,C)|X M+MX=0) (2) 
(这 里 X',X 分别 表示 XX 的 转 置 , 共 轿 ) 是 RR 上 的 李 代 数 . 
证 设 X,YEg'(n,M,C),a,b5ER, 则 
(aX+bY) M+M (axX+toby) 
=a(X'M+MX)+6Y M+MY)=0, 
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故 g (nm,M,C) 是 R 上 的 线性 空间 ， 又 
[X,YJM+M [XY]= YX'- X'Y M+M(XY-YXY) 
=Y' (XM+MX)—X (YM+MY)=0, 
故 [X,Y]Eg* (mn,M,C). 因而 g* (rn,M,C) 是 R 上 的 李 代 数 ， | 
u(p,9) 一 g" (Pp 十 g,1ptssC) 称 为 (p,q) 型 匡 李 代数 . 特别 ， 
p=0,g 一 n 时 ,uln) 一 uw(0,n) 称 为 酉 李 代 数 . 
su(p,q) 二 wu(p,9) 门 slp 十 9,C) 称 为 特殊 (p,qg) 型 西 李 代 数 . 
su(n) 二 ww(n) 门 Ln,C) 称 为 特殊 西 李 代数 . 


令 


T 0) 
0 了 | 
sp(p9)=sp (pgsC) Ng' (2Cp+9) ,Km,C) 称 为 (p,q) 型 六 
李 代 数 . 
sp(n) 二 sp(0,7) 二 sp (n,C) 门 x (2n) 称 为 辛 李 代 数 . 
s0* (2n) 二 g* (2n,Ja,C) 门 so(2n,C) 称 为 特殊 正 交 星 李 代 数 . 
定理 1.4.3 sil2n,C) 中 子 集 
su’ (2n)= {XEsl 2n,C) | KT, — X=0} (3) 
是 有 上 的 李 代 数 , 称 为 特殊 酉 星 李 代数 ， 
证 设 X7Esz (2n),a,bER, 则 由 
tr(aX+oY)=atrX+6trY ==0; 
《ceX 十 好 ) 几 一 帮 (aX 十 好 )= a RJ, — J XoYI,— JY) =0; 
[X ,7]J 一 LEX,7] 一 X7J 一 六 7) 一 7CXJ 一 ].X) 一 0， 
知 sx (2n) 是 RR 上 的 李 代 数 . | 
上 述 李 代数 不 仅 在 李 代 数理 论 中 而 且 在 微分 几何 (例如 Rie- 
mann 对 称 空间 ) 理 论 及 物理 学 中 都 有 许多 应 用 . 以 下 再 介绍 两 类 
重要 的 线性 李 代 数 . 
设 i(n, 玉 ) 为 域 记 上 所 及 阶 上 三 角 和 矩阵 的 集合 , 即 
tn,F)={XEgl(n,F) lentsX=0,， iN). 


Ku=| 
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显然 ,to,R) 是 glLCz,F) 的 子 代数 ， 

设 n(n,f) 为 域 让 上 所 有 xn 阶 对 角 线 上 元 素 相等 的 上 三 角 甜 
阵 的 集合 , 即 

ns) 一 (XGO EF) |entX=entiX, 1<i,j<n}. 

显然 ,nn 刁 ) 是 gl 大) 的 子 代数 . 有 的 著作 或 文章 中 也 常 以 
nn, 下) 表示 阶 严格 上 三 角 和 矩阵 的 集合 { 和 EtGCz 玉 )|entsX 一 0， 
1< 委 ”>} ,这 也 是 线性 李 代数 ,容易 证 明 

[ta FO tn 已) 一 (人 Et)|ent X=0, 1<i<n}. (4) 


习 题 
1. 设 邓 是 ” 阶 复 矩阵 , 若 有 阶 可 闭 复 符 阵 4, 使 得 Mi 一 


A'M 4, 则 g* (x4,M,C) 同 构 于 gg* x,Mi,C). 
2. 设 M 是 nn 阶 复 矩阵 , 则 {XEgl(n,C)|XM 一 MX=0}) 是 RR 


上 的 李 代数 ， 
3. 试 证 
0 XX 2 | 
H=410 0 | XEC”", ZEC,YEC"™Y! 
0 0 0 


是 gllx 十 2,C) 的 子 代 数 , 并 求 瑟 的 中 心 .日 称 为 Heisenberg 李 代 
数 . 
4. 以 Z+ 表 示 非 负 整 数 集 , 令 


一 FL 六 口 = D3 at'i [a EF ,mnEL, | 
为 域 户 上 以 :为 不 定 元 的 Laurent 多 项 式 代数 ， 又 二 为 过 的 导 
子 , 即 志 下 为 二 的 线性 变换 , 且 
£ Gg) |e $f gH fa)| ， 
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Vf (Dyg bi)EL. 令 b 为 由 ft 时 |seZ| 生 成 的 线性 空间 证明 
VX,YEb,[X,YJ]==XY 一 YXE%b, 而 且 b 对 此 运算 为 李 代 数 . b 称 
为 Virasaro 代数 . 

5. 设 g 是 域 下 上 的 李 代 数 , 工 =F[t,t 1 为 Ff 上 的 Laurent 


多 项 式 代 数 . 试 证 
LO={ Df Daf (EL, re) SLO. 
关于 满足 下 面条 件 的 换 位 运算 [ ，] 
[fxr et)yl=f (er yl, YF gt) EL;r,yEY, 


构成 玉 上 的 李 代 数 . 称 了 (9) 为 8 的 loop 代数 ， (注意 , 当 dimg 关 0 
时 ,dimL(g)= 00. ) 


3$5 导 了 于 


定义 1.5.1 设 8 是 域 上 的 李 代 数 .如 果 g9 的 线性 变换 DD 

满足 
D(x,y])=LDz,y]+[z,Dy], Vz,y€g, (1) 
则 称 刀 为 6 的 导 子 . 9 的 所 有 导 子 的 集合 记 为 Derg 或 0(9). 

由 83 知 , YzEg,adz 是 9 的 线性 变换 , 显然 ,adzx([y,z])= 
[adz(y),z] 十 [yyadz(z)]j，VyzEg. 于 是 adz 也 是 9 的 导 子 , 称 
为 6 的 内 导 子 . 而 adg 是 9 的 所 有 内 导 子 的 集合 ,不 是 内 导 子 的 导 
子 称 为 外 导 子 . 

定理 1.5.1 李 代数 9 的 导 子 集 Derg 是 gl(9) 的 子 代 数 . 又 
若 DEDerg,zEg, 则 

[D,adzx |]=adDz. (2) 
因而 adg 是 Ders 的 理想 . 

证 容易 验证 Derg 是 gl (9) 的 线性 子 空 间 . 又 设 Di, Ps:E 

Derg,y,zE9. 则 由 
[LDD:j(Lzy]) 一 DiD:(Lzy) 一 D:DiCCzy]) 
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=[[Di,D:Jz,yj+[z,LDi,D;,]y] 
知 [D1,D;]EDerg. 故 Derg 为 g1(9) 的 子 代数 . 
又 若 DEDerg,z,yE9, 则 
[D,adxr](y)=(D ， adzx—adzx 。 D)y=adDz(y). 
故 (2) 成 立 . 因而 ad 是 Derg 的 理想 . | 
定理 1.5.2 设 9 是 域 尺 上 的 李 代数 . 若 DE Derg,z,yE9， 
2a5pEF, 则 对 任何 AEN, 有 


k 
(D— (a tid yr,y)) = DI CLD — aide)}’z, (D — bide):-y], 
s=0 
(3) 
到 
D:([zx,y]) 一 SCD'z, Dy]. (4) 
s=D 


证 若 在 (3) 中 令 a==6b 二 0, 则 由 (3) 可 得 (4). 现 用 归纳 法 证 
明 (3). 

(D— (at+b)ids) (Lx,y]) 
=[LDz,y]+[z,Dy]~—[azr,yj—[z,by] 
=[(D—aids)z,y]++[z, (D—bids)y], 

即 & 一 1 时 ,(3) 成 立 . 设 & 一 1 时 ,(3) 成 立 , 则 
(D— (atbids)*([z,y]) 


k—1 
一 (了 一 (e 十 bido)[ > Ci_1[(D—aide)'z, (D—bid, )*1-y]) 
5 一 0 
1 
=5) CL [Daid)+tiz, (D—bids) 1’y] 
s=0 
+[(D—aid)’z, (D—bids)*-:y]) 
上 
= > CILCD 一 ait)'z, (D—bide)*'y]. 
s=0 
故 (3), 从 而 (4) 成 立 。 
引 理 1.5.3 设 9 是 域 F 上 的 李 代数 . 又 x 是 9 的 自 同 构 ， 
则 
2 "adr ef =ad yr, VrEY. (5) 
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证 任 取 yE9, 有 
(x adz。-ez (y= (r,ty)) 
一 [erz yy 一 aderz(y)， 
即 (5) 成 立 ， 1 
定理 1.5.4 设 8% 是 域 尺 上 的 李 代 数 , 又 chF 一 0. 若 DE 
Derg 且 DD 是 罕 零 的 , 则 


e = 5» Lp (6) 
是 9 的 自 同 构 . 令 Intg 为 由 {e“|adz 每 零 ) 生 成 的 子 群 . 则 Intg 
是 Autg 的 正规 子 群 . 
证 ”因为 刀 寡 零 , 故 有 NEN, 使 得 DY=0. 又 chf=0. 于 是 
= 5 LD = 六 十 DealG)， 


并 一 0 及 一 人 


即 (6) 是 有 意义 的 . 
设 zx,yE9, 于 是 由 (4), 有 


ezyD) = BD EDLzyD) = DD HCD, py] 
k=0 * 3 s=0 


因而 e?€ Autg. 
设 xx € Aut;DEDerg, 且 短 零 .于 是 
1 ~ 1 1 ~ 1 -1k 
2 ED of | 2 BD) 1 一 ED" 1) 
一 eper 
特别 , 当 adz 宕 零 时 ,由 (5) 有 : 
fe of lev order 


由 此 知 Intg 为 Autg 的 正规 子 群 。 | 
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注 1 Inte 中 元 素 , 称 为 6 的 内 自 同 构 ,Intg 称 为 6 的 内 自 同 
构 群 . 
注 2 当 玉 =R 或 C,dimg 二 o 时 , YzE9,e 都 是 9 的 自 同 
构 . 且 可 以 证 明 ,e**€ Inte, 即 e 作 也 是 内 自 同 构 . 我 们 在 此 略 去 
这 个 结论 的 证 明 ， 
对 于 线性 李 代 数 9Ggl(V) ,内 导 子 的 计算 有 较为 简捷 的 方 
式 . 设 XEgl(V), 定 义 gl1(V) 的 两 个 线性 变换 X,,X, 如 下 : 
XY)=XY, VYEgI(V); 
X(Y)=YX, VYEgl(V). 
它们 分 别称 为 和 的 左 乘 与 右 乘 . 
显然 ,以 下 性 质 成 立 : 
1) XX,=X,X,, VXEgIV); 
2) (XY)=XY,, YX,YEEgIOV); 
3) (XY),=Y,X,, VX,YEgl(V); 
4) adX=X—X,, VXEgI(V). 
习 题 
1. 设 .wx ,DD 分 别 为 李 代数 8 的 自 同 构 , 导 子 . 试 证 
1) -erD-ez 一 也 是 g 的 导 子 ， 2) DCO)CSCGe); 
3) DC90)E89)， 
2. 设 8 为 及 或 C 上 有 限 维 李 代数 .又 xz,yE9,[z,y]==0. 试 证 
eadzeady 一 ead(z 十 7) ， 
3. 设 6 为 gl(z,P) 的 子 代数 试 证 
(adX)’*Y = > (— 1)CIX YX 
4. 设 9 为 gl(n,F)(F 二 RR 或 C) 的 子 代数 . 试 证 
e*Y—e*Ye *, VX,YEng. 
5. 设 9 为 2 维 非 交 换 李 代数 . 试 证 9 的 所 有 导 子 均 为 内 导 
子 . 
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6. 设 李 代 数 9 的 中 心 为 零 . 试 证 Dere 的 中 心 也 是 零 . 
36 直 和 与 扩张 


定义 1.6.1 设 9,9:，…,9; 均 为 李 代 数 9 的 理想 , 且 9 有线 
性 子 空间 的 直 和 和 分解: 


9 二 41 十 82 十 … 十 0,， (1) 
则 称 0 是 理想 01y02，… ,0 的 直 和 ; 记 为 
4—4.D4uD…0D,.= De (2) 


此 时 ,我 们 也 称 。 有 理想 直 和 分 解 (2). 

定理 1.6.1 设 李 代数 g 有 理想 直 和 分 解 (2) , 则 下 述 结果 成 
立 ， 

1) [9:,0jj 二 {0), 当 z 天 7 时 ; 

2) 若是 i 的 理想 , 则 6 也 是 9 的 理想 ; 

3) 若 9% 有 理想 直 和 分 解 


4.=(Db,, (3) 
则 g 有 理想 直 和 分 解 
= Bb (4) 


证 1) 由 (2) 知 z7 时 8 站 9= (0). 又 91,9; 均 为 理想 , 故 
[gi,9;JSg: (Ng;= {0). 

2) 设 9 为 6 的 理想 , 于 是 由 1), 当 ji 时 ,[9;, 了 ] 守 [9;,9:] 
一 (0). 故 

[9,b]=[9,,0]S, 

即 为 4 的 理想 . 

3) 由 2) ,5 是 9 的 理想 . 又 由 线性 代数 理论 知 9 有 线性 子 空 
间 直 和 分 解 

24 


于 是 9 有 理想 直 和 分 解 (4). 1. 
例 1.6.1 设 域 下 的 特征 chFin, 则 gl(n,F) 有 理想 直 和 分 
解 : 
gl(nsF)=sln, FOFT,. (5) 
由 例 1.2.1 知 sll(x,F) 是 gl(n, 玉 ) 的 理想 .又 YAE gl(n,F)， 
4E 有 [4A,A,]=0, 因 而 FL 也 是 gl(n,F) 的 理想 . 又 trA1,=n4， 
因而 sx, 下 ) 门 F1,={0). 设 4Eglo,F). 于 是 
4=|4-| liralz,) +| LtrA), 
uA (Ta), =0. 
由 上 面 讨 论 知 (5) 成 立 . 
定理 1.6.2 设 a1,…,a, 均 为 域 记 上 的 李 代 数 , 则 存在 F 上 
的 李 代数 9 ,满足 
1) 8 有 理想 直 和 分 解 (2); 
2) 9%: 与 4;(i 二 1,2,…,n) 同 构 . 
证 作 线 性 空间 ai、,… ,a 的 直 和 9, 即 
0= {a429 a) [a Ed, i1=1,2,.",n). 

在 8 中 定义 换 位 运算 为 . 
[Caisa2s saa) (bisba ,bs) = (Ca,b1], [ass ba] [ob])， 
abi EQ i=1,2,° Nn. 

容易 验证 9 是 一 个 李 代 数 . 


令 


Q:={(0,. ,0,a:,0,.,0)|a: Ea}, 
则 9; 是 9 的 理想 . 故 9 有 理想 直 和 分 解 (2), 有 是 9; 与 ai 同 构 ， | 
李 代数 的 直 和 概念 是 李 代 数 扩张 概念 的 一 种 特殊 情形 . 
定义 1.6.2 设 91,92,…,84,… 均 为 域 天 上 的 李 代数 . 又 / 
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是 0: 到 %+1 的 同 态 . 如 果 
Ker = 一方 (9)， 1 一 1,2，…， 
则 称 序列 
fi a / 
QO 0 °° 

为 正 合 序列 . 

定义 1.6.3 设 a,b 与 4 均 为 域 F 上 的 李 代数 . 若 有 9 的 理 
想 n 与 4 同 构 ,而 商 代数 8/n 与 b 同 构 , 则 称 9 是 通过 a 的 扩 
张 . nm 称 为 此 扩张 的 核 . 

设 是 "到 nm 的 同 构 :w 是 9 到 bb 的 满 同 态 ,使 Kerpw=n; 又 : 
是 {0) 到 ea 的 映射 i(0)= 二 0;0 是 6b 到 {0}) 的 零 映 射 ,0(6)==0, VbE 
b, 则 序列 

0— a 一 一 一 9 一 0 (6) 

为 正 合 序列 . 反之 上 述 序列 为 正 合 序列 , 则 是" 通过 a 的 扩张 . 

定理 1.6.3 设 9,9%,a,b 都 是 域 忆 上 的 李 代 数 . 
1) 若 8 是 b 通 过 的 扩张 ,9% 与 6 同 构 , 则 % 也 是 b 通 过 的 
扩张 . 

2) 设 8,9' 都 是 6 通过 a 的 扩张 , 且 有 9 到 9' 的 同 态 f 使 得 

N=f°4, p=p °° ff 

或 者 说 有 可 交换 的 同 态 图 表 : 


则 了 是 9 到 9' 的 同 构 . 
此 时 , 称 9 与 9' 为 6 通过 a 的 等 价 扩张 . 
证 1) 设 f 是 9 到 4 的 同 构 . 令 
MA=f oh, p=pof 


26 


由 ,三 都 是 一 一 的 , 故 双 是 一 一 的 . 又 和 ,8 都 是 李 代数 的 同 构 , 故 
a 与 XY(a)= 二 nm 同 构 .又 Ng) 一 庆 广 1 ) 王 Ap) 一 0 故 b 与 9 
同 态 , 且 Kerw ==f(Kerp) 一 f(4(a)) 二 mm. 因而 8 是 5 通过 4 的 
扩张 . 

2) 设 XEKerfCKerx f= 二 Kery 一 4(4), 故 有 yEa, 使 得 z= 
A(y). 因 而 X(y) 二 f(y))==f(z) 二 0. 由 KerX=={0), 故 y=0， 
Z 一 0, 即 Kerf= {0}. 

又 (0) 二 jf(8)==b, 故 f(8) 十 Kery/ 一 Ga) 十 Na) 一 9 
又 70) 全 Fa)) 一 Ca)， 故 FC9) 一 0 

由 此 得 到 /是 8 到 9' 的 同 构 . 1] 

定理 1. 6.4 设 李 代数 g 是 李 代 数 b 通 过 李 代 数 4 的 扩张 ,并 
有 正 合 序列 (6) ,又 n 一 A(a)==Kerx. 

1) 若 9 的 子 代 数 m 为 n 在 9 中 的 补 子 空间 , 即 8==n 十 m， 则 
4 在 im 上 的 限制 wl。 是 m 到 5 的 同 构 . 令 v= (pln)-!, 则 vy 是 6 
到 6 的 一 个 同 态 , 且 mm 一 id. 

2) 反之 , 若 有 b 到 9 的 同 态 v, 使 得 /w==ids, 则 vb) 是 9 的 子 
代数 , 且 

0 一 7(b) 十 mn. 

此 定理 的 证 明 很 容易 ,读者 可 作为 练习 . 1 

定义 1.6.4 设 李 代数 9 是 李 代 数 b 通 过 李 代 数 a 的 扩张 ,n 
为 扩张 核 . 如 果 有 9 的 子 代 数 tm 为 n 在 8 中 的 补 子 空间 , 则 称 此 
扩张 为 非 本 质 扩 张 . 又 若 m 还 是 9 的 理想 , 则 称 此 扩张 为 平凡 扩 
张 . 

如 果 nSCCe), 则 称 此 扩张 为 中 心 扩张 . 
实际 上 ,平凡 扩张 就 是 理想 的 直 和 , 即 
9 一 7 中 m， 

其 中 m,n 分 别 与 6,a 同 构 . 

g 定义 1.6.5 若 李 代数 9 满足 条 件 : C(9)=={0);Derg 二 adg， 
雍 则 称 9 为 完备 李 代 数 ， 
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定理 1. 6.5 设 李 代数 9 是 李 代数 b 通过 完备 李 代 数 “ 的 扩 
张 , 则 此 扩张 为 平凡 扩张 . 
证 不 妨 将 a 与 扩张 核 等 同 起 来 , 即 假定 a 是 9 的 理想 和 且 8/a 
与 6 同 构 . 由 定理 1. 2.1 知 CsCa) 也 是 的 理想 ,而 且 
aflC (a)=C()= {0). 
又 YrE9,[x,4] 忆 4a. 故 知 adzx1, EDera 二 ada, 即 有 ziE4 使 得 
adzx|,。= 二 adxi1. 于 是 有 [x 一 zi,4] 二 0, 即 xz 一 1.€Cola)， 故 知 
=a4PC, (a). 
显然 ,C,(a) 与 8/a 同 构 ,因而 与 b 同 构 . 由 此 知 9 是 b 通过 a 的 平 
凡 扩 张 。 | 
定理 1.6.6 设 Dere 为 李 代数 9 的 导 子 代数 . 在 9 与 Derg 的 
线性 空间 直 和 
Cg) 一 Derg 十 9 一 (CD,z)1DEDerg,zrEg} 
中 定义 换 位 运算 为 
LCD; zi ,(CD:zz)] 一 (LDi,D?]， Dizrz 一 Daz 十 Lzizs])， 
则 (9) 为 李 代 数 , 且 为 Dere 通过 9 的 非 本 质 扩张 . Cg) 称 为 4 的 
全 形 . 
证 6bC) 中 的 换 位 运算 显然 是 双 线 性 的 , 且 [(D,z),(D,z)] 
二 0, YV(D,z)E9(C). 注意 到 
[LCDi sz), (Dz, x2)], (CD ,Ts) 
=([[D;,D;],D;1,[D, ,D2 |xs— Ds3Diz:+ D:D2z1— Ds[Lx1, x2] 
+EDiz, ,Xs|— LD2z Za] 十 [Lzs ze]zs])， 
其 中 Ds[Lzi, x2 j= [Dari, zs] [zi, Daszro]. 将 下 标 1,2,3 轮换 为 
2,3,1 与 3,1,2 可 得 另外 二 式 。 再 将 三 式 相 加 , 即 可 得 Jacobi 恒 
等 式 , 故 (9) 为 李 代 数 , 显然 6 与 (98) 的 理想 {(0,z) |xEg} 同 
构 , 后 者 仍 以 9 表示 , 而 Ders 与 C9) 的 子 代数 {(D,0) 1DE Derg} 
同 构 ,后 者 仍 以 Derg 表示 . 则 
8(9) 一 Derg 二 0. 
故 9(9) 是 Derg 通过 9 的 非 本 质 扩张 .1 
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最 后 ,我 们 讨论 一 类 特殊 的 中 心 扩张 . 

定义 1.6.6 设 g 是 域 玉 上 的 李 代数 ,9 上 的 双 线 性 函数 y， 
如 果 满 足 : 

1) y(z,7x)=0, YrEdg; 

2) yxy yl,z) po yz x) Ho zz) y= 0 Vr,y,2EQ. 
则 称 yy 是 9 的 (F- 值 )2- 上 循环 . 

定理 1.6.7 设 % 是 域 尺 上 的 李 代 数 ,% 是 6 上 的 2- 上 循环 . 
V 是 上 的 一 维 线性 空间 ,cEV,c 关 0. 在 线性 空间 

8 =gtV={z+A lrEQ,AEF) 

中 定义 换 位 运算 [，,，，] 如 下 : 

[z 十 ic,y 十 pe]=[z,y] 十 VCzyy)c，VYzyyEgy ApE 太 ， 
其 中 [。,。 J] 是 6 中 的 换 位 运算 , 则 9 是 9 通过 Y 的 中 心 扩张 . 

证 由 [.,，，]j] 与 少 都 是 双 线 性 的 , 故 [。,，]。 是 双 线 性 的 . 
又 

[z 十 MXcz 二 Me] 一 [zz] 十 gzyz)c 一 0. 

设 mi,zzyzsEg ysE 克 则 
[Lzi 十 cyzs 十 hacj,zs 十 hac]o 一 [[Lzi， za ,zi] 十 %CLziyzs] ,zs)c， 
在 此 式 中 将 下 标 1,2,3 依次 换 为 2,3,1 与 3,1,2. 再 将 三 式 相 加 
即 得 [.，,。] 满足 Jacobi 等 式 . 故 6 是 李 代数 . 

又 YrE9,4,KEF, 有 

[z+Ac, pcjo=0, 

故 VECC 9 ). 

设 x 为 8 到 /VV 的 自然 同 态 , 则 x( 5) 与 9 同 构 ,因而 6 
是 9 通过 的 中 心 扩张 ， 】 

习 题 

1. 证 明定 理 1. 6. 4. 

2. 证 明 二 维 非 交 换 李 代数 是 一 维 李 代数 通过 一 维 李 代数 的 
韭 本 质 扩 张 , 但 不 是 平凡 扩张 . 
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3. 设 李 代数 6 有 理想 直 和 分 解 
9 一 91 由 9: 
试 证 9 为 完备 李 代 数 当 且 仅 当 9 ,9: 为 完备 李 代数 、 
4. 试 证 若 李 代 数 8 的 全 形 5(8) 有 理想 直 和 分 解 
BC9) 一 9 由 Cao (9)， 
则 5 为 完备 李 代数 ， 


$7 模 


在 定义 1. 3.4 中 我 们 定义 了 李 代 数 的 表示 . 现在 表示 论 中 ， 
也 常常 以 模 论 的 语言 来 表述 . 因而 表示 与 模 这 两 种 表述 方法 经 常 
同时 使 用 . 
定义 1.7.1 设 9,V 分 别 为 域 尺 上 的 李 代 数 ,线性 空间 若 
有 9X 到 了 的 映射 : 
(zy) >rT* Vv, TEQ VEV (1) 
满足 
1) x* Civithk2avs) =kr * vthr * vay 
2) (Rizxi kr2) * v=kizi* vkor2* vs 
3) [ziyz2) * v=z1* (x2° v)— x2 * (Xi v), 
VkRIyks EF, TTirT2EQY, vvV1,VIEV, 
则 称 V 是 一 个 ( 左 )9- 模 , 也 称 g 作用 在 了 上 . 
显然 , 若 V 是 一 个 9- 模 ,YzxE9, 存 在 唯一 的 p(x) Egl(V) 使 
得 
. pr)v=r*v, VvEV. 
不 难 证 明 (o,Y) 是 9 的 一 个 表示 . 
反之 , 若 (o,Y) 是 9 的 一 个 表示 ,定义 
Z，V 一 DCz)n，VzEguEy， 
则 7 是 一 个 0- 模 . 
由 此 可 以 看 出 ,9 的 表示 与 8- 模 实质 上 是 一 回 事 . 我 们 以 后 
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不 加 区 别 . z。v 也 简 记 为 zxv. 

定义 1.7.2 设 9 是 李 代数 , 了 是 9- 模 . 若 Y 的 子 空间 V 满 
足 z。vEV，VyvrEog,vzEVv, 则 称 了 是 V 子 模 . 

显然 ,V 的 子 模 V 也 是 一 个 9- 模 . (0),V 都 是 V 的 子 模 , 称 
为 平凡 子 模 . 如 果 非 零 8- 模 V 无 非 平凡 子 模 , 则 称 V 为 单 8- 模 或 
不 可 约 9- 模 ,相应 的 表示 称 为 不 可 约 表示 . 

定义 1.7.3 若 Vi,y，* 都 是 9- 模 Y 的 子 模 , 而 且 

TY 一 人 十， 
则 称 V 是 子 模 vi,V， 的 直 和 ,V; 为 了 i 的 补 子 模 . 又 若 Y 的 任 一 
非 平 凡 子 模 了 均 有 补 子 模 V;, 则 称 V 是 完全 可 约 模 . 

特别 , 单 9- 模 是 完全 可 约 模 . 不 难 证 明 9- 模 V 是 完全 可 约 模 
当 且 仅 当 站 可 以 分 解 为 单子 模 的 直 和 . 

例 1.7.1 设 4 为 域 上 的 李 代 数 ,， 对 于 9 的 伴随 表示 
(ad,9),9 是 一 个 9- 模 , 称 为 伴随 模 . 显然 ,伴随 模 的 子 模 即 为 8 的 
理想 . 因而 9 为 单 9- 模 当 且 仅 当 6 是 单 李 代 数 或 一 维 李 代数 . 

2 维 非 交换 李 代数 的 伴随 模 是 可 约 的 ,但 不 是 完全 可 约 的 . 

定义 1.7.4 设 g 是 李 代 数 . V,W 均 为 6- 模 如 果 线 性 映射 
$:V>W 满足 

$CT v=r $v), YIEQWEV, 
则 称 % 是 9- 模 Y 到 9- 模 W 的 同 态 或 缠 结 算 子 . 

如 所 周知 ,从 V 到 WW 的 所 有 线性 映射 的 集合 Hom(V ,W) 是 
一 个 线性 空间 . 而 所 有 从 V 到 Ww 的 模 同 态 ( 缠 结算 子 ) 集 合 
Homs(V,W)( 或 RCV,W)) 是 Hom(V ,WW) 的 子 空间 . 

特别 ,V= 玉 时 , 记 Hom(V,V)=EndV (一 gl(V)),Homs(V， 
VV 二 EndoV , 则 EndoV 是 结合 代数 EndV 的 子 代数 . | 

定义 1.7.5 设 9 为 李 代数 , V,W 均 为 9- 模 . 车 V 到 W 的 模 
同 态 # 是 可 逆 的 , 则 称 为 模 同 构 ,此 时 称 V 与 W 为 同 构 的 0- 模 ， 
相应 的 。 的 两 个 表示 称 为 同 构 表示 . 

显然 , 模 同 构 是 9- 模 间 的 等 价 关系 . 
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下 面 定 理 1. 7. 1 至 定理 1.7. 4 的 证 明 都 很 简单 ,读者 可 作为 
练习 . 
定理 1.7.1 设 了 :是 9%- 模 Y 的 子 模 ,x 是 V 到 商 空间 Y/V， 
的 自然 映射 . 若 定义 9 在 了 /Y: 上 的 作用 为 
X* A(V)—=A(rT* vy), YXEQVEV, (2) 
则 V/V 是 一 个 8- 模 , 称 为 V 对 Vi 的 商 模 , 且 x 是 V 到 V/V'1i 的 
模 同 态 ， 】 
定理 1.7.2 设 $ 是 9- 模 V 到 9- 模 W 的 同 态 , 则 有 下 面 结 
论 : 
1) $C(V) 是 W 的 子 模 ，; 
2) Kerg 是 V 的 子 模 ; 
3) 了 /Kerg 与 $V) 是 同 构 的 9- 模 . 
定理 1.7.3 设 $ 是 9- 模 V 到 9- 模 WW 的 满 同 态 , 则 W 的 子 
模 与 V 中 包含 Kerg 的 子 模 间 有 一 一 对 应 ; Wi 一 $1(W1), 且 
入 "0W1)/Ker$ 与 Wi 同 构 ,， | 
推论 设 品 ,W 均 为 8- 模 V 的 子 模 ,而 且 满 足 UCW, 则 9- 模 
V/W 与 4- 模 (V/U)/W/UD) 同 构 .， 1 
定理 1.7.4 设 V,V, 都 是 9%- 模 Y 的 子 模 , 则 Vi 十 V;， 
Vi 人 NV; 也 是 V 的 子 模 , 且 8- 模 Vi 十 V/V; 与 4- 模 Yi 站 V， 同 
构 . 上 
下 面 我 们 讨论 对 偶 模 与 模 的 张 量 积 .如 所 周知 ,车 V 是 域 下 
上 的 线性 空间 , 则 V' = 二 Hom(V ,Ff) 也 是 上 的 线性 空间 , 称 为 V 
的 对 偶 空间 ， 
定理 1.7.5 设 9 是 域 尺 上 的 李 代数 , 了 是 9- 模 . 若 x€9， 
fEYV"', 则 由 下 式 
(z= frrv), VvEV (3) 
定义 zx，fEV', 且 8XV' 到 V' 的 映射 (z,f)->z，f 使 V' 成 为 
6- 模 , 称 为 了 的 对 偶 模 . 
V 为 单 9- 模 当 且 仅 当 "为 单 9- 模 . 
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证 设 &,kREF, ffiyf2€EV’ zziyzEg 及 区 oozET 
由 x， 之 定义 ,有 
Cr* fkRivithR vs) = f(r kv thw)) 
kr* f) (v0)+R rx * f) (v2), 
即 zx。，fEV'*. 再 由 
(zx* (kfitksfa)) Cw) =— (Rfithsf2) (rx * v) 
= (k(xz* fi)thk (rx* f2)) (v0) 


知 
xT» (kifitksfs)=hk x fi)+hk (rx * f2). 
又 由 
(Rizithzra) * Pv)=—f krithr) * v) 
一 (RiCzl。 思 十 如 (ze。 门 )(Co)， 
得 
(Rixit kz2) * f=ki(zxi* f+hkslra* f). 
最 后 ,由 
[zyx fv)=— fr, x dv) 
=—f(xi(z* v)—Zz2(r1 * v)) 
=(z1* (re —zxa* (ri* fv), 
推出 


[zz 一 zi， (x2* zr x1 A). 

综 上 所 述 知 V" 是 9- 模 . 

设 了 是 单 0- 模 . V? 是 9- 模 V* 的 子 模 . 令 

Vi={vEV|If(v)=0, VEV7 

显然 ,V1 是 Y 的 子 空间 ,而且 

ffir* v= fw)=0, VrEQ EV NEVI. 
即 xz，vEVi, YrE9,vEVi. 故 广 为 了 的 子 模 . 由 V 是 单 9- 模 ， 
故 V=V 或 V40}, 对 应 于 这 两 种 情形 ,分 别 有 Vi = 二 (0) 或 VY 
二 V', 故 V' 是 单 9- 模 . 
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反之 , 设 V' 为 单 8- 模 ,Vi 为 了 的 子 模 ， 则 不 难 证 明 
Vi={f€EV'|f(v)=0, VYvEV} 
是 V* 的 子 模 . 故 Vi 一 "或 一 {0}. 此 时 ,对 应 地 有 V1 一 (0} 
或 Vi=Y. 故 V 是 单 4- 模 . | 
设 V,W 均 为 域 尺 上 的 线性 空间 , 于 是 V 与 W 的 张 量 积 V@ 
W 中 元 素 均 可 表示 为 形 如 vw(vEV,wEW) 的 元 素 之 和 , 且 
dim (VOW )=dimV *， dimW. 
定理 1.7.6 设 9 是 域 尺 上 的 李 代数 ,. V,W 均 为 9- 模 , 则 在 
线性 空间 V@W 上 可 定义 0- 模 结构 ,使 得 
rr* (VW) =r + vwtv Or w, (4) 
VrIEQ VEV WwEW. 
证 由 于 V@W 中 元 素 可 表示 为 加 v@w ,其 中 weEV sw 
EW. 设 zE9. 定义 
T° DOw) = Dz Dw t+ vr. w). (5) 
显然 sT 是 线性 地 作用 在 VOW 上 . 又 对 ki ,ki EF ,TTEQ 有 
(kixi + kxs) * | 2 0 wi | 


=h Dr vw th Dv rw 
+ 如 可 “vO wi Fh 
=h (zx. Dl w) + hl zs Dn Ow) 
[zr] ( Do 
= De * x20 V0) 一 人 (X10)) wi 


十 >"® 《2z1 * (X22 * Wi) 一 TX>* (2Z1 * wi)) 


am 一 二 (四 加 
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因而 V@W 是 一 个 9- 模 . 由 (5? 知 (4) 成 立 ，| 

注 若 4- 模 了 ,9- 模 克 所 对 应 的 表示 分 别 为 (p,V),(y,W)， 
则 六 的 对 侦 模 V* 所 对 应 的 表示 记 为 (p' ,V* ) 称 为 (p,V) 的 对 侦 
表示 . 而 6- 模 V@W 对 应 的 表示 记 为 (o@Y,V@W), 仍 称 为 (p， 
V) 与 (gy,W ) 的 张 量 积 . 注意 ,对 xzE9, 有 

(POI xX) = pridw tidy Oy Cx). 
定理 1.7.7 设 8 是 域 K 上 的 李 代 数 ,V,W 均 为 9- 模 . 定义 
8 在 Hom(V,W) 上 的 作用 为 
(z， v=r* fv) —f lr v), (6) 
VrE€Eg,fEHom(V,W),vEV, 
则 Hom(V,W) 是 一 个 9- 模 . 

证 由 (6), 可 直接 验证 x， fEHom(V,W), Yr€9,fE€ 
Hom (7 ,W ) 及 线性 地 作用 于 Hom(V,W) 上 . 现 设 和 ,ksEF， 
X11 TE9, EHom(V,W),vEV. 由 

((Rizit-kszz)» f)(v) 
= (kixz1 二 kr:) M (fv))— fCRxi hrs) 。v) 
=(ki(zi®* + h(x» f))(v); 
[zi za) * =rxaf (v0)))—f rr2w)) 
CAA EACACADIE 


及 
(XT Nv rr fv)))— rf rv)) 
+f (r(xiv))— zf (rv)); 
za Tf Cv) =r Tf — rf rv)) 
二 frrv))— rf rev)) 
知 


RizitR2zs) »* f=k (rf) Rxef), 
[Lz ,Ta * f=ri(xsf)— zr). 
故 Hom(V ,W) 是 一 个 9- 模 . 
推论 设 V 是 一 个 9- 模 , 则 EndV 二 gl(V) 有 9- 模 结构 ,使 得 
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(z v=r fv0)—f(r vv), rEQg,fEgIV)vEV. 
证 只 要 在 定理 1.7.7 中 取 W=V, 即 得 此 结论 。 1 
车 V 与 W 都 是 单 a- 模 ,一 - 般 说 来 VOW 不 一 定 是 单 0- 模 . 这 
可 从 下 面 一 个 特殊 情况 看 出 . 
定理 1.7.8 设 V 为 9- 模 , 则 在 8- 模 VCOV 中 有 对 合 自 同 构 
9, 满足 . 
Ov102) =v00 v1, Vvisv: EV. (7) 
又 设 Sym?(V)=={wEVOV10G(w)==w},Alt?(V)= {wEVOOV | 
00(w) 王 一 w), 则 VV 有 子 模 直 和 分 解 
VCOY 王 Sym2(V) 十 Alt2(V )， (8) 
证 VCOOV 中 变换 6， 

ol Dv @ ww) 一 Zw Ov vw EV 
显然 是 线性 的 , 且 玉 =idver, 即 9 为 对 合 的 . 又 由 于 Vvi,viEV， 
XE9, 有 

Or * (vv2)) =0r uv 十 oz v0) =r (v00v2)). 
于 是 9€E EndsVCOV, 即 0 为 8- 模 VV 的 对 合 自 同 构 .由 于 多 = 
idvev， 故 VCOV 有 线性 子 空间 分 解 (8). 特别 ,，Yx E98, 有 

{x * vw, 当 wESym?(V),， 
Or *w)=x* Co 一 weEAILYY. 

故 Sym? CV),Alt(V) 均 为 VOOV 的 子 模 ， 1 

Sym?*(V) 称 为 8- 模 V 的 对 称 方 ,Alt*(V) 称 为 9- 模 T 的 交错 
方 . 我 们 知道 dim Sym2(7Y)= dimy ,而 dimV@V = 二 (dimV). 因 
而 dimy>1 时 ,VOV 不 是 单 9- 模 . 

下 面 的 Schur 引 理 在 表示 论 中 是 极其 重要 的 . 

定理 1.7.9(Schur 引 理 ) 设 9 为 代数 闭 域 忆 上 的 李 代数 ,V 
为 单 9- 模 , 则 

Ends(V)= {Aidv|AEF}). (9) 
证 设 .x EEnds《V). 由 于 为 代数 闭 域 , 故 .er 有 特征 值 
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), 对 应 的 特征 子 空间 记 为 玉 (or). 故 EEC) 关 {0}. 又 VzEg， 
EECer), 有 

A (TD) 一 Z。，(ozm) 一 Arv. 
放 z。vE 忆 (ex), 即 已 (ex) 为 了 的 子 模 . 但 了 是 单 9- 模 ， 故 
Fi(er)=7, 即 .or= hidvy、(9) 成 立 、 上 昌 


习 题 


1. 试 证 9- 模 V 完全 可 约 当 且 仅 当 Y 可 分 解 为 单子 模 的 直 

和 |. : 
2. 完成 定理 1.7. 1 至 定理 1.7.4 的 证 明 . 
3. 设 V 为 9- 模 ,V ' 为 其 对 偶 模 . 试 求 V' 的 对 偶 模 (V*)* 与 
V 的 关系 . 

4. 设 了 , 帮 均 为 0- 模 ， 问 Homs(V ,W) 是 否 为 8- 模 Hom(V， 
W) 的 子 模 ? | 

5. 设 V,W 均 为 8- 模 . 证 明 9- 模 Hom(V,W) 与 9- 模 V "CW 
同 构 . 

6. 设 V 为 8- 模 . 试 证 Sym?*(V) 与 V 是 同 构 的 9- 模 . 
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第 二 章 “ 半 单 李 代数 的 判别 


本 章 将 开始 讨论 半 单 李 代数 的 性 质 . 先 讨 论 其 较为 一 般 的 性 
质 . 为 此 需要 引进 短 零 和 可 解 李 代数 的 概念 . 在 微分 几何 学 ,物理 
学 以 及 李 群 中 , 半 单 李 代 数 却 通常 用 Killing 型 来 刻画 ,当然 ,这 些 
领域 中 的 李 代数 的 基 域 通常 是 特征 为 零 的 . 本 章 我 们 将 使 两 者 沟 
通 . 


$1 可 解 与 宕 零 李 代数 


定义 2.1.1 设 g 是 域 f 上 的 李 代 数 .9 中 理想 序列 
90 史 一 90902 一 [60] ,817 = [6 ,90] 
称 为 9 的 导 代 数 序列 . 如 果 存 在 及 REN, 使 得 
9*’= {0}, 
则 称 9 为 可 解 李 代数 . 
显然 ,交换 李 代 数 为 可 解 李 代数 . 从 第 一 章 34 知 tCn, 五 ) 为 
可 解 李 代数 . 
定义 2.1.2 设 % 是 域 尺 上 的 李 代数 .9g 中 理想 序列 
9°=9,0 =[g,]," ,0 = [8,90],…… 
称 为 9 的 降 中 心 序列 . 若 有 KEN ,使 得 
9*={0}), 
则 称 9 为 大 零 李 代数 . . . 
显然 ,交换 李 代 数 为 蜘 零 李 代数 . 从 第 一 章 8$ 4 知 n(z，, 忆 ) 为 
帮 零 李 代数 . 
定义 2.1.3 设 g5 是 域 玉 上 的 李 代数 . 令 
Co(Cg) 一 (0)， Ci) 一 C(00). 
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又 设 半 是 9 到 9/C1:() 的 自然 同 态 . 于 是 
C9)=xAT! (C0/C1(9))) 
为 8 的 理想 . 用 此 方法 ,依次 可 得 Ci(9),1 志 k 志 pp. 设 zi 为 9 到 
9/Cs(9) 的 自然 同 态 , 于 是 
~ Cyrilg)=ny! (C9/CeCQ))) 
为 8 的 理想 .我 们 称 4 中 理想 序列 
{0) CC9) CC) Cor(CG) 
为 8 的 升 中 心 序 列 . 
由 上 面 三 个 定义 , 易 得 下 面 一 些 性 质 . 
1. 89“Cg*. 因而 星 零 李 代 数 一 定 是 可 解 李 代 数 ， 
事实 上 ,6 中 =g'. 若 go, 则 
9 =[9" ,8°]S 09,0]=9". 
2. 8! 是 由 9 中 下 列 形式 元 素 
[zi ELzz Leas rad), Egg Si 
生成 的 子 空间 . 
3. 若是 8 的 子 代 数 , 则 “GSg* ,BCCgt. 因而 可 解 李 代数 的 
子 代数 是 可 解 的 ; 符 零 李 代数 的 子 代数 是 短 零 的 . 
4. 车 f 是 李 代 数 9 到 李 代 数 5 的 满 同 态 , 则 
9 中 一 Fw) ， b= f(t). 
因而 ,可 解 李 代 数 的 同 态 像 ( 即 商 代数 ) 是 可 解 的 ; 短 零 李 代 数 的 同 
态 像 ( 即 商 代数 ) 是 短 零 的 . 
5. 李 代数 9 的 升 中 心 序列 满足 : 
Cofl(9) 二 Cr(g)， p=0,1,.. 
事实 上 ,由 于 zx 是 6 到 9%/Cs(9) 的 自然 同 态 , 故 
Cs(09)=Kerxsp Ens Co9/C, (9))) 一 Corl(9). 
关于 者 零 李 代 数 有 下 面 一 些 结果 . 
定理 2.1.1 之 零 李 代数 的 中 心 扩 张 是 短 零 的 . 短 零 李 代 数 
的 直 和 是 符 零 的 . 
证 首先 , 设 李 代数 9 是 寡 零 李 代数 通过 李 代 数 % 的 中 心 
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扩张 , 即 SC(9),9a 与 同 构 . 因而 由 日朝 零 , 有 AGE AN, 使 得 
(9/a)*={0}, 即 4a. 又 aSC(), 故 
9*!=[g,9]S [9,4]= {0). 
这 就 证 明了 9 是 宪 零 的 . 
其 次 , 设 8 二 a@b. 容易 证 明 下 面 式 子 : 
六 一 ac 引信. 
由 a,b 医 零 知 0 宕 零 ， 下 

定理 2.1.2 设 9 是 域 尺 上 有 限 维 李 代 数 , 则 9 对 于 下 面 的 
条 件 是 等 价 的 ， 

1) 9 是 帘 零 李 代数 ， 

2) 存在 &EN ,使 得 

adziadz2*"adzi=0, VYziEg 1 二 4; 

3) 9 中 有 理想 序列 

go=9 汪 41 D9,= {0}, 
并 满足 
[8 ,Eg i=0,1,",p—1; 
4) 9 中 有 满足 条 件 3) 的 理想 序列 , 且 
dimgi/9- 一 1; 
5) 存在 &EN ,使 得 Ci(9) 一 9. 
证 由 于 8* 是 由 形 如 
[zlza [zeiyze]…]]， Xi€EQ 

的 元 素 生 成 的 子 空间 , 故 条 件 1) 与 2) 等 价 . 

1) 一 一 3) 只 要 取 一 9:(% 二 0,1,…), 则 知 g 为 宪 零 李 代数 
时 ,条 件 3) 成 立 . 

3) 一 一 4) 设 6 中 理想 序列 9, 一 8 忆 91 汪 … 汪 gs 二 10} 满足 
[So 若 对 某 个 i,dim9i/8i:+ 之 1, 则 有 98; 的 子 空间 ,满足 
4 忆 9in. 于 是 [9, 的 [9, 09]S9S9. 因 而 和 为 6 的 理想 .而 且 
在 9%: 与 4+! 之 间 添 加 之 后 所 得 的 理想 序列 ( 称 为 原来 序列 的 加 
细 ) , 仍 满足 条 件 3). 由 于 dim9<ce , 故 经 过 有 限 步 加 细 之 后 所 得 
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序列 满足 条 件 4). 

4) 一 ~ 3) 满足 条 件 4) 的 序列 自然 满足 条 件 3). 

3) 一 一 5) 用 归纳 法 证 明 , 对 于 满足 条 件 3) 的 序列 有 9,_; 忆 
Ci(9). 显然 ,i 二 0 时 此 式 成 立 . 现 假定 i 时 成 立 . 对 i 十 1, 我 们 有 
Ai([Qp i1150]) EN; (9p) SEA (Ci (9)) = (0), 故 x (90:1) CE 
C(xi(9)) 二 CC9/Ci(9)), 即 9,_;-1 导 Cin(9). 特别 ,i 二 =p 时 ,有 
Cs《9) 一 4, 即 条 件 5) 成 立 . 

5) 一 ~1) 车 p==1, 则 8 一 C(8) 为 交换 李 代 数 , 故 为 军 零 李 代 
数 . 故 可 假设 >1. 显然 8 是 8/C(8) 通 过 CG) 的 中 心 扩 张 . 如 果 
9/C() 是 医 零 的 , 则 。 是 车 零 的 . 而 

C1(9)/C(8) = 10), 
Ca) /Cg) = C0/C0)) /C=C 0/CC9)), 
Ci(9)/C(0)=x CQ/Ci_1(0))) /Ce). 
注意 到 Ci(8)/C:_1(98) 与 (C;(8)/C(9))/(Ci-1(8)/C(8)) 同 构 , 因 而 
有 Ci(8)/C (0) = Ci (CoMC (9)). 由 此 可 知 C,_1 (9/C (9)) = 
9/C(9), 故 可 由 归纳 法 证 明 8/C C9) 是 宕 零 李 代数 .于 是 6 为 短 零 
李 代 数 ， | 

推论 ” 非 零 的 桔 零 李 代数 的 中 心 非 零 ， 上 

定理 2.1.3 设 放 是 医 零 李 代数 6 的 子 代 数 , 且 针 9, 则 
No, (9b)#D. 

证 因为 8 竹 零 , 故 有 zp 使 得 

4=4" D9 DD = {0}. 
而 6 尖 9, 故 有 & 宇 0, 使 得 
9 二 bb， 十 91+! 下. 
于 是 
[9*+b,b] Eo!+b=b, 
即 
Ne GD) 二 9 十 9 1 
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关于 可 解 李 代数 有 下 面 一 些 结果 . 

定理 2.1.4 可 解 李 代数 通过 可 解 李 代数 的 扩张 是 可 解 李 代 
数 . 

证 设 a 是 李 代 数 9 的 可 解 理想 .9/a 是 可 解 李 代数 . 又 设 = 
是 9 到 9/a 的 自然 同 态 .因而 有 ki1,kz 使 得 (6/4)*0= {0},a% = 
{0}), 即 有 x(9%) 二 (0). 换言之 ,89%Ca. 故 9%t%2=(0), 因 而 9 
可 解 . 

推论 李 代 数 9 可 解 ( 或 害 零 ) 的 充分 必要 条 件 是 adg 可 解 
(或 短 零 ). 

证 因为 adg 与 9/C(6) 同 构 . 故 9 是 ade 通过 CCg) 的 中 心 扩 
张 .于 是 此 推论 成 立 ， 1 

这 个 推论 说 明 ,抽象 李 代数 的 可 解 性 与 震 零 性 的 研究 归结 为 
线性 李 代 数 (adg 是 线性 李 代 数 ) 的 可 解 性 与 震 零 性 的 研究 . 

定理 2.1.5 设 9 是 域 上 的 有 限 维 李 代数 , 则 9 对 于 下 面 
条 件 是 等 价 的 : 

1) 9 是 可 解 李 代数 ， 

2) 9 中 有 理想 序列 

9=8.D91 IO" Og,= (0} 

使 得 8;/9i41 是 交换 李 代 数 ， 

3) 5 中 有 子 代数 序列 

9=b Dh Ib, = {0)} 

使 得 0:41 是 的 理想 , 且 b:/Bi1 是 交换 李 代数 ， 

4) 9 中 有 子 代数 序列 

9=8 DBD Dh, = {0) 

使 得 8:41 是 8; 的 理想 , 且 dim8&,/8:41 二 1. 

证 1) 一 2) 令 gg 二 .由 4?=(g), 故 由 定理 1.2.3 
知 9:/8i+t1 是 交换 李 代 数 , 故 2) 成 立 . 

2) 一 一 3) 取 了 8 一 9 即 可 ， 

3) 一 4) 若 dimb;/b;+1 之 1, 于 是 有 的 子 空间 $b 满足 外 

42 


bt, 由 b;/0i41 可 交换 , 即 有 

[0. ,6 三 [9 三角 Sb， 

Bir SEL;, bir I Ebin. 
因 外 是 的 理想 ,B41 是 6 的 理想 . 显然 了 /8,8/Bi+1 仍 为 交换 李 代 
数 , 于 是 在 电 与 :之 间 添 加 和 后 所 得 的 子 代数 序列 ( 称 为 原 序 列 
的 加 细 ) 仍 满足 条 件 3). 故 经 过 有 限 步 添加 之 后 可 得 到 满足 条 件 
4) 的 序列 . 

4) 一 一 1) 由 于 dimb,/+ 一 dimsg。 一 1, 因 而 8/ 8， 都 
是 可 解 李 代数 . 由 于 b; 是 by/e+: 通 过 b+ 的 扩张 .于 是 由 定理 
2. 1. 4 知 8。 :sa，… 80 一 9 均 为 可 解 李 代 数 、 | 

定理 2.1.6 李 代 数 9 对 于 下 面条 件 等 价 : 

1) 9 为 半 单 李 代数 ; 

2) 9 不 包含 非 零 的 可 解 理想 ; 

3) 9 不 包含 非 零 的 苦 零 理想 . 

证 1) 一 ~ 3) 设 4 为 8 的 可 解 理想 .于 是 a 一 [ac 5， 
qe-D](Gi 二 0,1,…) 为 8 的 理想 .车 a 关 {0), 则 有 hEN, 使 44 
(0) ,a 中 二 {0). 歼 a4-n 为 8 的 非 零 交换 李 理 想 . 由 此 可 知 条 件 1) 
推出 条 件 2)， 

2) 一 一 3) 因为 者 零 李 代 数 是 可 解 李 代数 , 故 条 件 2) 导 出 条 
件 3). 

3) 一 一 1) 因为 交换 李 代数 是 震 零 李 代数 , 故 条 件 1) 可 由 条 
件 3) 得 到 ， 1， 

定理 2.1.7 设 % 为 有 限 维 李 代数 , 则 

1) g 中 存在 唯一 的 可 解 理想 + 包含 g 的 任何 可 解 理想 .rt 称 为 
9 的 根基 , 记 为 Radg; 

2) 当 9 不 可 解 时 ,8/r 是 半 单 李 代数 ; 

3) 6 为 半 单 李 代数 当 且 仅 当 * 一 40)， 

证 1) 设 r 为 9 中 维 数 最 大 的 可 解 理想 .又 设 a 为 6 的 任 一 
可 解 理 想 . 于 是 a 十 ? 为 的 理想 , 且 由 (Ca 二 TY) 同 构 于 aamr， 
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知 a 十 ?是 可 解 李 代 数 /amr 通过 可 解 李 代数 * 的 扩张 , 故 可 解 . 
由 Y 的 选取 知 dim (a 十 ?) 声 dimr. 于 是 aCr.r 的 唯一 性 是 显然 
的 . 

2) 设 x 为 8 到 g/t 的 自然 同 态 . 又 设 a 为 8/r 的 可 解 理想 .于 
是 ao 一 r :Ca) 为 9 的 理想 , 量 ar,ar=a. 故 是 9 的 可 解 理 想 . 
于 是 a 一 rt, 即 a 二 {0). 故 8/r 是 半 单 的 . 

3) 这 是 定理 2. 1. 6 的 直接 结果 1 


习 题 


1. 举例 说 明 短 零 李 代数 通过 竹 零 李 代 数 的 扩张 不 一 定 是 短 
零 李 代数 . 
2. 设 Cob9)SC1C9) 己 … 为 李 代 数 4 的 升 中 心 序列 .证 明 
[g ,Cir1(9) EEC), i=0,1,.". 
3. 设 李 代数 9 中 理想 序列 
QIO0IO OOO 
满足 [6,8:]C9iri. 试 证 
09， i=0,1,", 
4. 设 域 丐 的 特征 为 2. 试 证 s4(2,F) 是 军 零 李 代 数 . 
5. 设 a,b 都 是 李 代数 9 的 者 零 理 想 . 试 证 a 十 b 也 是 9 的 震 零 
6. 设 g 是 有 限 维 李 代数 . 试 证 中 存在 唯一 的 敌 零 理想 n 包 
含 g 的 任何 里 零 理想 .n 称 为 6 的 震 零 根基 . 
7. 以 n 表示 李 代 数 9 的 短 零 根基 . 举例 说 明 李 代数 9/n 的 等 
零 根基 不 一 定 是 零 . 
8. 若 0 一 0 中 %，, 则 Radg 一 Rada1 DRadg,. 


§2 Jordan-Chevalley 分 解 


上 节 我 们 看 到 一 般 李 代数 的 可 解 性 与 短 零 性 归结 为 线性 李 代 
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数 的 可 解 性 与 帘 零 性 . 因而 我 们 需要 线性 变换 若干 较为 深刻 的 性 
质 . 

设 -ex 是 复数 域 C 上 维 线性 空间 V 的 线性 变换 ,Vi 是 x 
的 不 变 子 空间 . -ez 在 Vi 上 的 限制 w|iv 是 Vi 的 线性 变换 .x 是 V 
到 商 空间 Y/Vi: 的 自然 同 态 . 则 .ez 在 V/V 上 诱导 一 个 线性 变换 
.x 满足 

Jo o NNR A, 

即 右面 的 同 态 图 是 交换 的 . 

在 不 泥 清 时 ,我 们 也 以 .x 表示 VV vy 
-jy 与 < 

由 此 性 质 ,我 们 可 在 Y 中 找到 一 
组 基 wzz，…,um 使 得 .or 在 这 组 基 
下 的 矩阵 Ms。) (0) 为 上 三 角 
矩阵 . 

事实 上 , 设 思 为 x 的 一 个 特征 值 ,vi 是 属于 义 的 特征 向 量 . 
于 是 vi 生成 的 子 空间 Vi=L(vi) 是 -er 的 不 变 子 空间 . 故 V/V 的 
线性 变换 wv 有 特征 值 % 与 对 应 的 特征 向 量 vs 十 Vi. 显然 了 :一 
Llvi,v2) 也 是 ex 的 不 变 子 空间 . 故 V/V; 的 线性 变换 .ex 有 特征 
值 % 与 对 应 的 特征 向 量 v3 十 V,，,… ,有 限 步 后 , 即 可 得 到 V 的 一 组 
基 vi ,vs，,… zx 满足 

oo 一 NE 12; 
eco) 一 由 wo 一 0. 

因而 -er 在 此 基于 的 矩阵 为 上 三 角 和 矩阵 . 

从 线性 代数 理论 知 ,V 中 子 集 

Vi )—={vEVI(S Aidy):v=0, EkEN)} 

是 x 的 不 变 子 空间 , 称 为 .wv 的 属于 1 的 根子 空间 . V(x) 关 
(0) 当 且 仅 当 4 是 .x 的 特征 值 . 若 如， 为 -ez 的 不 同 的 特 
征 值 , 则 .ez 的 最 低 多 项 式 为 


vv 一 V/V, 
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f= 一 Ah) 


V 有 子 空间 直 和 分 解 : 
8 一 VC 十 TCD) 十 … 十 Cez)， 
且 VAG) ={vEV | — Nid) v=0). 


定义 2.2.1 设 .x 是 复数 域 C 上 维 线性 空间 V 的 线性 变 
换 . 若 有 AEAN 使 得 .27* 一 0, 则 称 .ez 是 器 零 的 . 若 ex 的 最 低 多 项 
式 无 重 根 , 则 称 .er 是 半 单 的 . 

显然 ,zx 是 笑 零 的 当 且 仅 当 .x 的 特征 值 全 为 零 . .ez 是 半 单 
的 当 且 仅 当 -ez 可 对 角 化 , 当 且 仅 当 .wv 的 ( 非 零 ) 根 子 空间 都 是 特 
征 子 空间 , 当 且 仅 当 .ez 的 任 -- 不 变 子 空间 都 有 不 变 补 子 空间 . 

定理 2.2.1 设 .xx 是 C 上 nm 维 线性 空间 V 的 线性 变换 , 则 
有 下 面 结果 : 

1) 存在 唯一 的 一 对 线性 变换 .xv, ,ev 满足 ;ef ,zy 分别 为 
半 单 、. 寡 零 线 性 变换 ;arer, 交换 ;or 一 .oz 十 .oz 

2) 存在 C 上 多 项 式 p (4),g (1) 使 得 .ezr,= 户 (-ez), -or = 
q(x ). 

证 设 .wx 的 最 低 多 项 式 为 

f N= MARA) A A 
令 
fi(N) = [2-0%, 


于 是 有 GQ 一 5 fi ij Ca ,f(A)) 二 1. 因而 有 gi(WVG 
一 ]， 2，… ,$s) 使 得 
fiW agi(NWEl (mod(0 一 0) ， 1<i<s. 
令 
PA) 一 >)8iGD，9GD = 4— p00), 
i=1 


故 Yi, 我 们 有 
(QA) | pC 一 从. 
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又 设 V 对 .zx 的 根子 空间 分 解 为 

7 一 Ta (CD) 二 Ce) 十 十 (Ce 
显然 ,2 一 p(y7) ,2 ,二 g(t ) 保 持 Vi(.zz) 不 变 , 且 
(oz 一 iid)V(ez)=0 即 -ez， 


一 idv en. 
Va (eo ) i 
; 


故 .ez, 是 半 单 的 . 又 由 Va )= (一 pC))Vi() = 
(zx 一 Mid)sV Cex)=0, 即 .ex 在 VC-ex) 上 的 限制 是 香 零 的 ， 
故 ,ez, 是 短 零 的 . 显然 
fA ， -or 一 十 -ar 

设 半 单 . 寡 零 线性 变换 .er ,ez 满足 条 件 : .ez -ez 一 
Let 一 4 十 -or 自然 ,re 与 -人 交换 ,因而 与 
sy 交换 . 故 .oz 一 =- -一 -es 既 为 半 单 又 为 寡 零 线性 
变换 , 故 为 零 , 即 .ev 一 -or ez 一 -oz 上 

注 1 定义 2.2.1 与 定理 2.2.1 可 以 推广 到 任意 域 上 的 有 限 
维 线性 空间 . 

注 2 对 于 定理 2.2.1 中 的 p(X4),g(W) 还 可 以 要 求 41p (2)， 
Alg(2). 

注 3 -ee 分 别称 为 -ee 的 半 单 部 分 ,可 零 部 分 .27 一 x 
十 .ez 称 为 x 的 Jordan-Chevalley 分 解 . 

定理 2.2.2 设 V 是 线性 空间 ,er 是 V 的 得 零 线性 变换 , 则 
ad. 巡 是 gl(V) 的 短 零 线性 变换 . 

证 由 第 一 章 § 5 知 dd = A A tA = A 于 
是 有 

(Cad) = DC DC (a ) 


s=0 
友 


= DC DC (te),, 


5 一 0 


故 上 充分 大 时 ,(ad.er) 一 0 | 
定理 2.2.3 设 % 为 C 上 有 限 维 李 代数 ;PEDerg,6 对 DD 的 
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根子 空间 分 解 为 
9 二 4, CD) 十 0%,《D) 十 … 十 i (DD)， 

则 有 下 面 的 结果 ， 

1) [gD) ,0D) Eg 4(D); 

2) 若 D;,D, 分 别 为 DD 的 半 单 部 分 , 短 零 部 分 , 则 D,, DD,€E 
Derg; | 

3) 若 9 为 完备 李 代数 ,YzxE9, 存 在 唯一 的 一 对 x,,zx,€9 使 
得 adz,,adz, 分 别 是 半 单 的 ,第 零 的 ;[x,,zx,]=0;zx=z; 十 x 

证 1) 设 有 如,k;EN 使 得 

(D—Aid)*g (DD)=(D—% id)%9 CD) 一 0， 
于 是 由 定理 1. 5. 2 知 
(Do— GA)d) zr,y]) 
-- Saw — hid)’z,D — %id)'y] = 0, 
5 一 0 
hk 之 kb 二 hk, VY rE 8D),y € gD). 

故 知 [8《D) ,84(D)]a+4 CD). 

2) 设 zEg(CD),yEgu(CD). 于 是 由 结论 1) 及 定理 2. 2.1 知 

忆 ([zy) 一 (十 1)[z y= [hzr, y+[zr,Ny] 
=[D,z,y]+[zx,D,y]. 

对 于 xzx,y€E8, 有 X= 二 DE = 2 yr: E % (CD) ,于 是 


D,([xz,y])= 2 D:(Lzi, yj]) 


一 2) (LD,zi, y+ Lz, D,y;]) 
[Dry]+[z, Dy], 
故 D,€E Derg. 于 是 DD 一 D,€ Derg. 
3) 设 zEg, 于 是 adx € Derg. 由 结论 2) 知 (adz),,(adz),c 
Derg. 因为 4 是 完备 李 代数 , 故 有 唯一 的 =,,z 使 得 
(adz), 一 adz,， (adz), 一 adz， 
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由 adz=(adz), 十 (adz), 知 Xx=z 十 za; 由 [Cadzx),, (adzx), j= 二 0 知 
[zx]=0. 1 

注 结论 3) 中 所 得 到 的 zz 分 别称 为 zx 的 半 单 部 分 , 需 零 
部 分 . g 中 元 素 z 称 为 半 单 元 素 或 必 堆 元素, 若 adz 是 半 单 的 或 客 
零 的 . 分解 z 二 zs 十 zx; 称 为 xz 的 Jordan-Chevalley 分 解 . 

习 题 

1. 设 rEglY), 是 C 上 有 限 维 线性 空间 . 27 一 .27 十， 
是 -ee 的 Jordan-Chevalley 分 解 . 试 证 存在 C 上 多 项 式 CA) 使 得 ， 
A pO ;pl ) = .7,. 

2. 设 V 是 C 上 有 限 维 线性 空间 .Vi,V; 是 V 的 子 空间 ,和 且 Vi 
CTY7: 又 .orEglY) ,使 得 errCP 试 证 .orECV oraC 
VL 

3. 设 是 C 上 有 限 维 李 代数 .车 YzEg,adz 是 半 单 的 , 则 称 
9 为 环 面 代数 . 试 证 环 面 代 数 是 交换 李 代数 ， 


$ 3 ”Engel 定理 与 Lie 定理 


定理 2. 3.1(Engel) 设 V 为 复数 域 C 上 4 维 线性 空间 .9 为 
gl(V ) 的 子 代 数 , 其 中 任何 元 素 均 为 罕 零 线性 变换 , 则 9 是 每 零 李 
代数 . 
证 者 能 在 Y 中 找到 一 组 基 wm ,wm,…，o。 使 得 9 中 任 一 元 素 
-xf 在 此 基 下 的 矩阵 MC ) 均 为 严格 上 三 角 和 矩阵 , 即 i 宕 j 时 ， 
entiyM(zx) 一 0, 则 9 与 n(n, 玉 的 一 个 子 代数 同 构 , 故 为 暴 零 李 代 
数 . 显然 ,dimV = 二 1 时,v 关 0 即 为 所 求 . 一 般 , 此 基 中 vw 满足 
AI0, VxEg. (1) 
反之 ,如 确 能 找到 vi 关 0 满足 (1), 设 .zz 为 x 在 商 空 间 
V/L(v1) 上 诱导 的 线性 变换 , 则 .wx 为 竹 零 线性 变换 ,4 一 
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{x7 | EE9) 为 gl1(V/L (wv)) 的 子 代数 .而 dimy/ Cv) 一 dimy 
一 1. 故 对 V 的 维 数 用 归纳 法 即 可 知 wm ,vs，… ,wv 的 存在 性 . 

因而 Engel 定理 证 明 的 关键 在 于 证 明 m 的 存在 性 . dimg 王 1 
时 ,这 是 自 不 待 言 的 . 现 对 9 的 维 数 用 归纳 法 来 证 明 这 一 事实 . 设 
9 为 9 的 真子 代数 .于 是 adg= {ad-er|-orEb)yEglo) ,而且 ad 
有 不 变 子 空间 b. 以 c(-er) 表 示 ad_x 在 商 空间 9/ 上 的 诱导 , 记 
aG) 一 (tc(ez)|-orE 纱 ,因而 "是 9 到 vcG) 的 满 同 态 . 由 .ex 是 者 
零 的 , 故 c(-ez) 也 是 寡 零 的 . 由 dimc(9) 生 dimg<dime, 故 有 9/6 
中 的 非 零 向 量 多 十 b ,使 得 

oa) (BB+) =), YE€D, 

即 [x ,BE YE9, 而 BED. 于 是 NG9) 忆 9. 

由 此 可 知 ,如 果 6 是 9 的 极 大 真子 代数 , 则 8 为 8 的 理想 .但 8 
十 L( 多 ) 是 9 的 子 代 数 . 由 日 的 极 大 性 知 

dimg 一 dimg 一 1,06 一 8 十 世 ( 腕 )， 
由 归纳 假设 知 V 的 子 空间 
W={(vEV| .wv=0, Vx EB) KEO). 
又 设 vEW,-xf EV9, 我 们 有 [x ,名 ]E9, 于 是 
A (Bu)=[ ,B+ B10)=0, 

即 W 是 多 的 不 变 子 空间 .由 久 短 零 , 故 有 wiEW,wi 关 0, 使 得 
Bu 二 0. 故 vo 满足 (1)， 上 1 

推论 ” 李 代 数 9 是 短 零 的 当 且 仅 当 VzEg,adz 是 赛 零 的 . 

证 因为 4 宪 零 , 故 由 定理 2.1. 2 的 条 件 2) 知 adz 宕 零 , 反 
之 ,由 adz 寡 零 , 故 知 ade 竹 零 . 故 由 9 为 adg 通过 Cg) 的 扩张 , 据 
定理 2.1. 1 知 9 是 竹 零 的 . 

注 在 证 明 Engel 定理 时 ,我 们 仅 用 到 了 街 零 线性 变换 一 定 
.有 (属于 0 的 ) 特 征 向 量 这 一 事实 ,这 与 基 域 的 性 质 无 关 . 因而 En- 
gel 定理 中 的 复数 域 C 可 换 成 一 般 域 . 

定理 2.3.2 (Lie) 设 (o,Y) 是 复数 域 C 上 有 限 维 可 解 李 代 
数 的 有 限 维 表示 , 则 在 Y 中 存在 一 组 基 vi, vw,…,wv, 使 得 
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VxzEg'oCz) 在 此 基 下 的 矩阵 MCplx)) 为 上 三 角 和 矩阵 , 即 
entyM(p(7))=0,， 77， YrEg. (2) 
证 显然 ,dimV==1 时 ,Lie 定理 成 立 .一 般 ,如 在 V 中 有 vw 关 
0, 使 得 
pTIv=Ar), YrEg, (3) 
则 p (x) 在 V/L(v1) 上 诱导 一 个 线性 变换 p(x). 容易 证 明 
《pV/L(v1)) 也 是 4 的 一 个 表示 . 于 是 可 对 dimV 用 归纳 法 证 明 此 
定理 ,其 关键 在 于 证 明 满足 (3) 的 v 的 存在 性 . 
dimg 二 1, 自 不 待 言 . 现 设 dimg 一 m 一 1 时 结论 成 立 . 设 dimg 
二 m. 由 9 可 解 , 知 89"Cg. 设 为 8 的 子 空间 ,满足 29",dimb 
二 m 一 1. 故 了 为 4 的 理想 ,日 有 aEg ,aEg 使 得 9 一 9 十 工 (c). 
显然 p 在 上 的 限制 ois 是 一 个 以 V 为 表示 空间 的 5 的 表 
示 . 又 可 解 . 故 由 归纳 假设 知 有 vi 关 0, 使 得 (3) 对 YxE8§ 成 立 ， 
即 V 的 子 空间 
W={vEVIp(r)v=A(r)v, VrED{0). (4) 
设 vEW. 令 
Wi=L(v,pla)v, ola) lv), k=1,2,.: 
于 是 有 EN, 使 得 
(OCWICW CCWe = Wen=", 
显然 PLOOWh 守 Wh. 而 对 于 xE1 了 ,有 
Cz)v=A(r)v, 
CCz)olc)o =A4Cz)oCe)p 十 4CLzye])p 
寺 A(x)pla)v (mod Wi). 
若 
plr)pla) vr) Pa) vmod Wi), (5) 
则 有 
plz)pla) tv =p(a)plr)pla)wtpl zr,al) pla)v 
=A(z)pla) tiv (mod Wi 1). | 
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由 此 可 知 PTW ESE We. 由 于 0 一 9 十 Z(c) 多 因而 Wh 是 一 个 不 变 
子 空间 . 故 由 (5? 式 知 | 
trp(z)|w 一 AM(z)dimWu， YrED. 


又 [zyejEb,o(Lzya]) |w 一 [ecz) |w, ,pa) [ww 了 因而 
MGLzyaj)dimV 一 0， 
即 
AM(Lzya])=0， VzEpb. 
进而 有 
aoCrz)p(a)o= 一 Mr)poCa)p， VYvEW,rED. 
苑 有 ce(e)vE 克 ,这 说 明 殉 是 p(a) 的 不 变 子 空间 .于 是 有 wmE 克 ， 
zi 天 0 使 得 p(a)w1 王 4(a)w. 故此 wi 满足 (3). 1 
推论 1 设 V 是 复数 域 C 上 有 限 维 线性 空间 ,g 为 gl(V) 的 可 
解 子 代数 , 则 在 适当 基 下 ,4 中 任何 元 素 .x 的 矩阵 都 是 上 三 角 甜 
阵 . 
事实 上 ,Gd,V) 是 8 的 一 个 有 限 维 表示 . 
推论 2 设 6 是 复数 域 C 上 有 限 维 李 代数 , 则 6 可 解 当 且 仅 
当 9 和 苦 零 . 
证 若 %" 宪 零 , 则 9 是 交换 李 代数 9/89 通 过 医 零 李 代数 99 
的 扩张 , 故 可 解 . 
反之 , 设 9 可 解 .由 (ad,9) 为 9 的 表示 ,于 是 在 9 中 有 基 使 得 
对 任何 adz(CzEg) 在 此 基 下 的 矩阵 为 上 三 角 和 抢 阵 . 故 adLzy,y](z， 
yEg) 的 矩阵 为 严格 上 三 角 矩 阵 , 故 是 车 零 的 . 自然 ,ad[z,y] 在 
9 的 限制 也 是 医 零 的 . 故 由 Engel 定理 知 9" 是 宪 零 的 ， i 
注 将 复数 域 C 改 为 特征 为 零 的 代数 封闭 域 ,Lie 定理 仍然 
成 立 .但 对 更 一 般 的 基 域 ,此 定理 一 般 不 再 成 立 . 


习 题 


1. 9 是 C 上 有 限 维 可 解 李 代数 .n 为 8 的 宕 零 根基 (参见 本 章 
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8 1 习题 6). 又 DEDerg. 试 证 DSn. 

2. 设 6 为 C 上 有 限 维 李 代 数 .rn 分 别 为 9 的 根基 , 适 零 根 
基 . 则 [9,rJSn. 

3. 设 6 为 C 上 有 限 维 寡 零 李 代 数 . 证 明 存 在 8 的 理想 序列 8， 
一 9 也 9。，:… 了 4 二 0, 使 得 % 的 维 数 为 i 


$4 震 零 线性 李 代 数 


在 本 节 中 我 们 总 假定 V 是 复数 域 C 上 的 有 限 维 线性 空间 . 4 
Egl(V) 的 属于 4 的 根子 空间 记 为 Vi(A). 
引 理 2.4.1 设 A,BEgl(V), 则 
(A— 4id)"B= BGA— Aid)” 
n—l 
+ 204 一 id "mA,BIA — Xd), (1) 


其 中 EC. 
又 若 存在 AE 和 N ,使 得 
(adA)*B=0, (2) 
则 ViCA) 是 B 的 不 变 子 空间 . 
证 由 
(A—Aid)B=B(A—Aid)+[A,B] 
知 n=1 时 公式 (1) 成 立 . 现 设 n 时 () 成 立 , 则 
(A— Aid)"t1B = (A — Aid)"*(A — 4id)B 
= (4 — Aid)B(A — MAid)” 
n—l1 
二 D(A Aid)" TA, A 一 Aid)B](C4 — Aid) 
5 一 人 0 
一 B(4 一 Aid)"+l 十 [4,B](C4 — Aid)” 
n—1 ， 
十 > (4 一 Mid) [4,B](04 一 Aid): 
5 一 0 
= B(A— Aid)" 7- (4 一 id 一 [4,B](04 — 4id):. 
s=0 
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因而 公式 (1) 成 立 . 
车 ==1 时 (2) 式 成 立 , 即 4 与 B 交换 . 显然 ,VA(4) 在 B 的 作 
用 下 不 变 . 若 & 一 1 时 (2) 式 成 立 ,Vi(4) 是 B 的 不 变 子 空间 . 则 由 
(adA)*= (adA)![A,B]=0, 知 [4,BJV:C4)SCVi(A). 而 且 当 n 
二 2dimV.C4) 时 ， 
(A—Aid)"t'BV(A)= B(A—4id)"tiVi(A) 


十 2 (A—Mid)"™'[A, BICA— Xd) VCA) =0, 
即 BVAA)CV1(4). 1 引 
”定义 2.4.1 设 b 是 gl(V) 的 子 代数 . pE9' 称 为 上 的 权 , 知 
了 vEV,v 关 0 ,使 得 
Hv=t(H)v, YHED. (3) 
此 时 称 wv 为 对 应 于 9 的 权 向 量 . 

若 以 包 (4) 表 示 线 性 变换 4 的 属于 4 的 特征 子 空间 , 则 26E 
6 为 9 的 权 当 和 且 仅 当 (Erm H) 了 关 {0} ,其 中 非 零 向 量 即 为 对 
应 于 9 的 权 向 量 . 由 Lie 定理 可 知 ,车 为 可 解 李 代数 , 则 6 一定 
有 权 . 

定理 2.4.2 设 0 为 gl(V) 的 客 零 子 代数 ,pE 8, 2 一 dimy， 


今 
Vo)={vEVICH— pH)id)"w=0, YHEY), 
则 . 
Vb) = (Ven) (4) 
为 6 的 不 变 子 空间 . - 


Ve) 关 (0) 当 且 仅 当 gp 为 的 权 . 此 时 称 了 (8) 为 三 的 对 应 于 
p 的 权 子 空间 . 
设 4 为 6 的 所 有 权 的 集合 , 则 V 有 权 子 空间 的 直 和 分 解 
V = DVD). (5) 
peEA 
证 令 (4) 式 右 端的 子 空间 为 V. 显然 VV 了 ). 又 VE 
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Eb, 由 9 是 容 零 的 , 知 有 kEN ,使 得 (adH)*B==0. 由 引 理 2. 4. 1 
知 Vasn( 恕 ) 在 B 的 作用 下 不 变 . 故 V' 是 8B 不 变 的 ,因而 也 是 的 
不 变 子 空间 . 故 {Hlw | HE 为 gl(V') 的 吞 零 子 代数 , 由 Lie 定 
理 知 ,在 V' 中 有 基 使 得 YH E58, 石 jv 在 此 基 下 的 矩阵 胡 ( 吾 ) 为 上 
三 角 抢 阵 , 即 
ACH) 关 
. CH) 
M(H)= 
0 心 ( 石 ) 
又 V' 一 由 ,Vrw(H), 故 有 A( 态 ) 二 9H) ,i 二 1,2,…,m. 由 此 有 
(Hl —HH)idy)”=0, 

故 VVp(9). 

若 9 为 9 的 权 , 故 有 权 向 量 v 闫 0, 满足 (3) 式 . 显然 ,vEV6(9)， 
玖 Vo5) 关 {0}. 反 之 ,车 V09) 关 {0}. 由 于 Vo(5) 在 6 下 不 变 , 故 由 
Lie 定理 知 有 wvEV。09) ,v 尖 0, 使 得 Hv=y(H)v,， YHEW. 另 一 方 
面 又 有 (太一 gH)id)"wv==0. 因 而 (x(H) 一 gH))"wv=0, 故 pu(H) 
二 9H), 即 gp 是 的 权 . 

对 dimy 用 归纳 法 证 明 (5) 式 . dimV 二 1, 这 是 显然 的 . 一 般 ， 
车 YHE0,H 只 有 一 个 特征 值 gLH). 由 Lie 定理 知 V=Vp(W). 设 
存在 吉 E5,H 的 不 同 的 特征 值 为 丸 ,入 ,…, 和 Gs 之 2), 故 V 对 日 
有 根子 空间 分 解 ， 

V=V HIV HB) + VCH). 
由 引 理 2. 4.1 知 ,Vi (五 ) 为 的 不 变 子 空间 , 目 dimV; (五 ) < 
dimV, 因而 有 
Vi(H) = > Vl), 


ES 
其 中 人 为 5 限制 在 Vi (如 ) 上 的 权 集 . 显然 ,hE A 时 ,nmCED) 一 1 
于 是 1 取 j 时 人 NA; 多, 而且 
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V= 2 Vdd), 

其 中 4=4U4U…Ua4. 为 乡 的 权 集 . | 

推论 1 gl(V) 中 办 零 子 代 数 b 同 构 于 

nC Dn CD Dntn,cC) 

的 子 代 数 , 其 中 := 1A|=|{p,98.…*,@)| ,nm 一 dimV,(D). 

事实 上 , 若 V 对 日 有 权 子 空间 分 解 (5) , 则 可 在 V* (9 中 取 基 ，， 
再 合成 V 的 基 , 在 此 基 下 ，VZ7E8 的 矩阵 M( 娓 ) 为 下 面 形 式 的 准 
对 角 和 矩阵 : 


gH) x gH) x 


M(H)=diag 


0 1 nH) 0 . gH) 
因而 推论 1 成 立 ， 1 

推论 2 设 ? 是 gl(Y) 的 竹 零 子 代数 日 的 一 个 权 , 则 gCH)= 
0， VYHED™. 


由 推论 1 即 可 得 此 结论 ， 1 
习 题 
1. 设 9 为 gLCY) 的 戎 老子 代数 .Y 对 8 的 权 子 空间 分 解 为 了 
一 > “Ye*(9). 又 多 为 9 的 不 变 子 空间 . 试 证 克 对 % 的 权 子 空间 
分 解 为 


W= > Wg), Wo(0)=WNVg(g). 
PEA 
35 Killing 型 


本 节 中 所 讨论 的 李 代 数 均 为 有 限 维 李 代 数 . 
定义 2.5.1 设 9 是 域 i 上 的 wn 维 李 代数 .9 上 的 二 元 函数 
(x,y)=tr(adr ady), xz,y€EQ (1) 
称 为 4 的 Killing 型 . 
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. 例 2.5.1 设 4 为 域 下 上 的 n 维 徊 零 李 代数 ,(x,y) 为 8 的 
Killing 型 , 则 (x,y)==0, Vx,y€9. 
因为 adz ady 是 9 的 寡 零 线性 变换 , 故 知 其 迹 为 零 ， 
定理 2.5.1 设 (zx,y) 为 域 f 上 维 李 代数 8 的 Killing 型 ， 


则 
1) (z,y) 是 8 上 的 对 称 双 线性 型 ，; 
2) YzyyyzEg, 有 
(adzGy),z) 十 (yyadz(z)) 一 0， (2) 
或 等 价 地 有 
([z,yj,z)+ (y,Lzr,z))=0; (3) 
3) Yz,yEg, aeEAutg, 有 
(ez (TXT) (y)) 一 (7y)， (4) 


证 1) 容易 直接 验证 (zx,y) 是 9 上 对 称 双 线性 型 . 
2) ([z,yyj,z)+ (Cy, Lr,z]) 
一 tr(adLz,yjadz) 十 tr(ady ad[x,z]) 
一 tr(adz ady adz 一 ady adz adz) 
二 tr(ady adz adz 一 ady adz adz) 
一 0. 
3) 由 引 理 1. 5. 3 知 
(ez 和 yy) 一 trader(z)adeor(y)) 
一 tr(ex。adrz。，ady，-oz 一 5 
一 tr(adrz ady)=(z,y). | 
定理 2.5.2 设 刘 是 李 代 数 9 的 理想 ,以 (zy,y)6， (zyy) 分 别 
表示 8 与 9 的 Killing 型 , 则 
1) (zx,y)s 是 (xz,y) 在 0b 上 的 限制 , 即 
(Xsy)= (ry), Vr:y€ED; (5) 
2) 4 中 子 集 
针 一 1zEg| (一 0) 
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为 9 的 理想 . 

证 1) 设 dimg 一 n,dimb 二 m. 分别 记 6 与 9 的 伴随 表示 为 
(ads,b), Cads ,8). 将 日 的 一 组 基 zi,z2,… ,zm 扩充 为 的 一 组 基 
TaoyatleyTos 对 于 zyE8 仍 以 adzyadsy 表示 它们 
在 基 zi,zz，…zr 下 的 矩阵 ;adizyadsy 表示 它们 在 基 mi,z，…， 
Zs 下 的 矩阵 . 由 于 9 是 9 的 理想 , 故 有 

adszr(zh) 一 aduz(zi 门 ， 1 委 ) 和 mm 
adypy(z))=adsy(z)), lim. 


而 
ader (zx;),adoy (rT) EV, m+l<i<n, 
即 
adsz x adiy x 


因而 (5) 式 成 立 . 

2) 显然 ,外 是 8 的 线性 子 空间 . 设 zxE 时 ,hE9,yEg. 于 是 由 

([x,y],h)= (Cz, Ly,h1)=0 

知 针 为 9 的 理想 .1 

引 理 2.5.3 设 a 是 李 代 数 9 的 理想 .又 (z,y) 为 8 的 Killing 
型 , 则 

1) 当 0 为 9 的 每 零 理 想 时 ,aS9+3 

2) 当 aSal 时 ,[a,a]S91 

3) [a 站 at,afat]Cet, 对 6 的 任何 理想 a 成 立 ; 

4) 当 afat= 二 (0) 时,g 一 a@Bat. 

证 1) 由 于 a 为 4 的 理想 ,因此 a! 也 是 9 的 理想 . 设 x€a， 
” y€E9, 则 

adz ady(0) Ca, 
adz ady(a Cat!, i=0,1,2,°", 

由 此 可 知 当 a 为 寡 零 理想 时 (z,y) 王 0, 即 结论 1) 成 立 . 

2) 设 zyEu. 由 aoL ,故人 zy) 一 0. 又 设 xEg, 则 [zz]E 
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afzy],z) 一 一 (y,[Lzyz])=0. 故 结论 2) 成 工 ， 
3) 由 % 为 理想 . 故 ao+,a 门 a+ 亦 为 6 的 理想 , 且 (a 站 aa 
at)==0, 故 由 结论 2) 知 结论 3) 成 立 . 
4) 由 于 a 是 9 的 理想 , 故 a+ 也 是 9 的 理想 . 故我 们 只 要 证 明 
二 a 二 at, 则 结论 4) 成 立 , 当 n 一 8 或 a 二 {0} 时 ,结论 是 显然 的 . 故 
不 妨 设 0 二 dima mx 之 dimg9 一 2. 在 a 中 取 基 riyzz， ,zn. 又 设 y 
E98,y Ena. 齐 次 线性 方程 组 
>) (zi 十 (yi)Mol = 0, i1= 1,2,.,m 
有 mm 十 1 个 未 知 数 加 hz， ,hn+1: 只 有 nm 个 方程 ,因而 一 定 有 非 零 
解 M1, Az 0 令 > 一 他 1 十 Mnt1y ;显然 zEal. 若 Ant1 一 
0, 则 zEa 由 at=={0). 于 是 丸 二 为 =… 一 加 二 0. 故 加 hn 关 0. 于 是 
3 一 Eo Er Eu+tat, 
即 结论 4) 成 立 ， 】 
由 这 个 引 理 立即 可 以 得 到 下 面 的 重要 定理 ， 
定理 2.5.4 设 4 为 域 F 上 的 有 限 维 李 代数 ,g 的 Killing 型 
是 非 退化 的 , 即 +=={0}, 则 
1) 9 是 半 单 李 代数 ; 
2) 对 9 的 任 一 理想 a,g 有 分 解 
9 一 age， 《6) 
且 4a,a+ 的 Killing 型 也 是 非 退化 的 ; 
3) 9 可 唯一 地 ( 除 次 序 外 ) 分 解 为 单 理想 的 直 和 ， 
9 一 9 由 0: 中 … 中 0.， (7) 
其 中 9; 是 单 李 代数 , 且 9 的 任 一 理想 a 有 分 解 ， 
0 一 09. DPD" De 9 
这 里 8; € {981,92,*…* ,9,). 
证 1) 由 引 理 2. 5. 3 的 结论 1) 与 定理 2. 1.6 知 本 定理 的 结 
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论 1) 成 立 . 

2) 设 4 为 4 的 理想 . 由 引 理 2. 5. 3 的 结论 3) 知 [amna+,an 
al]C9+ 二 {0}, 故 a 门 a+ 为 8 的 交换 理想 . 再 由 该 引 理 的 结论 1) 
知 a 儿 Nat 和 gt 二 {0). 最 后 由 该 引 理 的 结论 4) 知 

6=a@Dat. 
以 (z,y) 表示 a 的 Killing 型 . 若 zEa, 使 得 VzEa,(Cz,z)s 一 0， 
由 定理 2. 5. 2 的 结论 1) 知 (z,z)=0, 即 (za) 一 0, (zy al) 一 0. 故 
zEoi 一 (0). 因 而 a 的 Killing 型 非 退 化 . 同 理 at 的 Killing 型 也 
是 非 退 化 的 . 

3) 设 是 8 的 非 零 极 小 理想 . 若 9 =9, 则 6 是 单 李 代 数 . 设 

9 天 9, 故 9 天 (0), 且 
9=01Dgi. 
由 定理 1. 6. 1 的 结论 2) 知 91,91 的 理想 也 是 9 的 理想 . 由 于 9, 是 
9 的 极 小 理想 , 故 9; 是 单 李 代数 . 由 于 gi 的 Killing 型 也 是 非 退 化 
的 , 故 可 将 i 继续 分 解 . 有限 步 之 后 有 
9 一 0 中 0 由 …… 中 80. 

设 8 是 9 的 一 个 极 小 理想 . 若 0 么 g;( 委 ;i 秋 rm), 则 8 站 9 一 (0)， 
故 忆 ,9 Sb 站 9 一 (0) .由 此 有 bScCG)E 持 一 (10}. 矛盾. 因而 
3 io, 使 6 一 8;. 由 此 易 得 9 的 分 解 不 计 91,8,,… ,9, 的 次 序 是 唯一 
的 , 且 对 9 的 任何 理想 a 有 

9 一 0 中 9 中 … 昌 0， El{lg142."",0,). | 

推论 。” 若 李 代数 9 的 Killing 型 非 退 化 , 则 9 一 4， 

事实 上 , 设 8 有 单 理 想 分 解 (7) , 则 [9,,9i] 为 9; 的 非 零 理 想 . 故 
4 一 9 ,因而 90 一 0， | 

定理 2.5.5 设 9 为 有 限 维 李 代 数 . 

“1) 8 的 Killing 型 非 退 化 , 则 9 为 完备 李 代数 ; 

2) 若 9 是 李 代 数 b 通过 李 代 数 a 的 扩张 ,其 中 a,b 的 Killing 

型 都 是 非 退 化 的 , 则 此 扩张 为 平凡 扩张 , 且 6 的 Killing 型 也 是 非 
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证 1) 若 9 的 Kiling 型 非 退化 ,由 引 理 2.5. 3 的 结论 1) 知 
C(G9)= 一 (0). 于 是 6 与 adg 同 构 . 记 Dere 的 Killing 型 为 (D ,DD;);， 
DiEDerg, 则 

a=(adya)+= {DE Derg| (D,adg);=0) 

为 Derg 的 理想 . 设 DEadg 门 a. 以 (adz,ady) 表 示 adg 的 Killing 
型 , 则 有 VYzE9 

~ (D,adr)= (D,adx)s=0. 
由 于 9 的 Killing 型 非 退化 ,adg 与 9 同 构 , 故 adg 的 Killing 型 也 
是 非 退 化 的 . 因而 D=0, 即 adg fa 二 {0). 由 引 理 2. 5. 3 的 结论 4) 
知 

Derg =adg Pa. 

又 设 DEa,zE€9. 于 是 由 

adDz=[D,adzx Eafadg = {0) 
知 adDz=0. 再 由 ad 是 9 到 ad9 的 同 构 映 射 , 故 Dz=0, 即 D=0. 
故 Derg= 二 adg, 即 9 为 完备 李 代数 ， 

2) 由 于 的 Killing 型 非 退 化 ,由 结论 1) 知 4 是 完备 李 代 数 . 

由 定理 1. 6.4 知 9 是 b 通过 4 的 平凡 扩张 . 故 不 妨 设 
0 一 aa 中. 
若 zEa,yEb, 则 由 (adz ady)a=(adz ady)b 一 0, 知 (a,b)= 二 0. 设 
zEQ1, 而 z=x 十 y,XEQ,yE€b. 于 是 
(za)a 一 (Za) 一 (z 十 ya) 一 0， 
(yb)s=(y,b)= (z+y,b)=0. 
故 z=y=0, 即 z==0. 因 而 9 的 Killing 型 也 是 非 退 化 的 . 上 

推论 1 设 李 代数 9 的 Killing 型 非 退 化 ,a 为 8 的 理想 , 则 a 
=Cs(a),. . | 

推论 2 若 李 代数 8 有 理想 直 和 分 解 

9 一 gg9:， 
则 
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9 三 时 站 CC 
又 9 的 Killing 型 非 退 化 , 当 且 仪 当 91,9; 的 Killing 型 非 退 
化 . 
这 两 个 推论 都 很 容易 证 明 , 请 读者 完成 ， | 
习 ” 题 
1. 设 8 是 有 限 维 李 代数 . (z,y) 为 其 Killing 型 . 试 证 


(Dx,y)+ (zx,Dy)=0, Vr,yE9,DE Derg. 
2. 设 X19 Ts "Tn 为 域 Fr 上 n 维 李 代数 9 的 基 , 对 应 的 结构 


常数 为 CG(&i,j,h<n). (z,y) 为 8 的 Killing 型 ,x = >yaizi， 
+ 一 1 


23 一 2 76zi . 试 证 
7 一 1 
(zy) = abe. 


3. 设 9 是 非 交 换 的 2 维 李 代数 .证明 9 的 Killing 型 不 为 零 . 

4. 求 sL(2, 玉 ) 的 Killing 型 . 

5. 设 忆 为 域 ,二 一 RE 二 为 Laurent 多 项 式 人 代数, 定义 LX 
工 到 下 的 映射 gp 为 


Pf sg)) =coef | HD 


dr g()), YfQ),gt) EL, 


其 中 coef_104G)) 表 示 hQ4) 中 1! 的 系数 , 试 证 
1) gCf (1),g (2)) 是 工 的 反对 称 双 线性 函数 ; 
2) YfG) ,g(t) ,h(t)EL, 有 
PF EE RO) TP ER FO +OAG FE, gH))=0. 
6. 设 9 是 域 F 上 的 李 代 数 , 工 = 二 [i,z 1j, (zx, y) 为 8 的 
Killing 型 . 则 在 4 的 loop 代数 L(g4) 上 可 定义 双 线性 函数 少 , 使 得 
pF rg y= ry Pf) ,et)), 
其 中 9 的 定义 如 习题 5, 且 yy 是 L(8) 上 的 F- 值 2- 上 循环 (参看 第 
一 章 $ 4 习题 5 与 定义 1. 6. 6). 
62 


7. 写 出 了 上 (9) 关 于 乡 的 一 维 中 心 扩张 (9) (参看 定理 1. 6. 
7). 


36 Cartan 子 代 数 


虽然 本 节 的 结论 对 特征 为 0 的 代数 封闭 域 都 是 正确 的 ,但 我 
们 仍 假定 所 讨论 的 李 代 数 g 的 基 域 为 复数 域 C, 而 且 9 是 有 限 维 
的 ,并 以 (zx,y) 表 示 9 的 Killing 型 

引 理 2.6.1 设 0 是 李 代 数 9 的 客 零 子 代数 .65 在 9 的 伴随 表 
示 (ad,9) 下 的 像 adsb( 简 记 为 ad9) 是 线性 因 零 李 代数 ,9 对 adb 的 
权 子 空间 ge(adg) 简 记 为 8.. 设 9 对 adb 的 权 子 空间 分 解 为 


9 一 Dg (1) 
a€EA 


其 中 4 为 权 集 , 则 以 下 结论 成 立 : 
1) 车 a,BEA, 则 


[9.,0eSoore， (2) 
其 中 当 a 二 BEA 时 ,约定 8448 二 人 0) ,9 为 子 代 数 . 
若 a,BEA,a 十 B 关 0, 则 
(9.,98)=0. (3) 
2) CN,(9)Cgo; 而 且 (4) 


8 一 NG) 当 且 仅 当 8 一 0o. 
证 1) 设 xEQc,yE9p,hE9. 取 EN 上 且 Adimg 十 dimgp. 
由 定理 1. 5.2, 有 
(adh— (apB) (Rh)ide Lz, y]) 


k 
= Ci Cadh—a(h)ids)’r, (adh— BO)id,)*y] 
一 0. 
于 是 (2) 式 成 立 , 自 然 go 为 子 代数 . . 
设 XEQe YEQa A+ BPA, V9E 4， 由 (2) 有 
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adz ady (0¢) Chetptro dp 
理由 (DD 式 , 知 (x,y) =0; 即 (3) 式 成 立 . 
2) 令 ! 二 dimb. 于 是 YAEVB, 有 
(adh) TIN, GD)S (adh)Db= {0), 
故 (4) 式 成 立 . 

由 (4) 式 知 旨 go 时 ,NeG) 一 包 友 之 , 设 Ne() 一 多 由 于 AE 
5,adh (go) 丑 90, 而 且 adh 在 gs 上 的 限制 是 寡 零 的 , 故 由 Engel 定 
理 的 证 明 可 知 , 在 % 中 存在 基 , 使 得 在 此 基 下 ，VAEb,adi 在 9。 
上 限制 adh|, 的 矩阵 都 是 严格 上 三 角 和 矩阵 , 即 形 如 


0 x 


0 0 
于 是 YrEgo ,hi ;2 ;hEb,s=dimgo, 有 adhi adhz*"**adh, (zx) = 
0, 即 


[n, Tladhcz) |=0€ 8h, Yheh. 
i=2 
因而 JTadhi(z) € NeG) = 8, 亦 即 [hs, Tadh(x)]e 5， 
i=2 i=3 


Yh Eb. 故 J] adr.z) E NG) 一 9,…,. 经 过 ; 步 之 后 ,得 


zEN(B) -bg=b | 

定义 2.6.1 若 李 代 数 g 的 短 零 子 代数 9 满足 N,09) 二 5, 则 
称 为 的 一 个 Cartan 子 代数 .此 时 分 解 式 (1) 称 为 8 对 的 根子 
空间 分 解 ,其 中 4 对 adf 的 非 零 权 称 为 8 对 于 的 根 ,对 应 的 权 子 
空间 称 为 根子 空间 ,所 有 根 的 集合 称 为 对 于 6 的 根系 ,简称 为 5 
的 根系 . 

车 5 为 8 的 Cartan 子 代数 , 则 g 对 的 根子 空间 分 解 为 


aE 和 
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这 里 的 和 均 为 子 空间 的 直 和 ,A 为 b 的 根系 . 

显然 ,9 的 Cartan 子 代 数 为 8 的 极 大 宕 零 子 代数 , 若 不 然 ， 
则 有 9 的 每 零 子 代数 包 忆 纪 由 定理 2.1.3 知 9C No (BSN (9). 
这 是 有 违 Cartan 子 代数 的 定义 的 . 故 8 是 极 大 宪 零 的 ， 

定理 2. 6. 2 设 李 代数 8 有 理想 直 和 分 解 


9 一 99:， (6) 
则 5 了 为 4 的 Cartan 子 代 数 当 且 仅 当 
9 一 9 们 9 中 9 站 8， (7) 


且 8; 为 4G 二 1,2) 的 Cartan 子 代数 . 
证 设 x 为 9 关于 分 解 (6) 的 8 到 9:; 上 的 自然 投影 , 即 
Ni(T1HX2) Xi XEQ(=1,2). 
设 9 为 9 的 Cartan 子 代数 , 令 = 二 (9) = 二 1,2). 由 
ni((adh’)"h)=—= (adh’)” (mh)), VYVh,h ED 
知 CgoCad9) 二. 因 (7) 式 成 立 . 又 车 xz;€ Ne (B), 则 zi€ Ns (9) 
二 了 , 故 xi(zi)==z;Ex0y)== 电 , 即 有 ziEB, 故 纪 为 4; 的 Cartan 子 
代数 . 
反之 , 设 5 满 足 (7), 且 9 人 9 二 和 为 8; 的 Cartan 子 代数 ,由 定 
理 2.1.1 知 b 是 瞪 零 子 代数 , 又 设 z==z 十 XE N08) ,zxiE qi,h= 
hi 二 Th €Eb,h€Eb, 则 有 
EE 
由 此 知 [zi,hi]€bGi 一 1,2), 故 zi€ No (09) 二 Bb. 由 此 有 zxEW. 于 是 
Ns() 一 0,b 为 4 的 Cartan 子 代数 . 1 
为 证 明 李 代数 9 的 Cartan 子 代 数 存在 ,我 们 需要 下 面 的 定 
义 . 
定义 2.6.2 设 9 是 一 个 李 代数 .zE9, 以 ;表示 4 在 adz 的 
特征 多 项 式 det (Xids 一 adx) 中 的 重 数 . 称 2 一 min{tzzlzEo) 为 6 的 
秩 . 又 若 zxEg,z 一 ”, 称 z 为 正则 元 ;wz>z, 称 z 为 奇异 元 . 
由 于 adz(z) 二 0, 故 n, 之 1, YrE9, 于 是 有 nn 宇 1. 对 于 zxE9, 有 
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det (id 一 adz) 一 ixg()， (ug()) 一 1， 
(4,g(24)) 表 示 首 项 系数 为 1 的 与 90) 的 最 大 公 因 式 . 

显然 ,6 的 任何 自 同 构 将 正则 元 变 为 正则 元 ,将 奇异 元 变 为 奇 
蜡 元 . 正则 元 一 定 存在 . 

引 理 2.6.3 设 zo 是 李 代数 9 中 一 个 给 定 的 元 素 . 若 YyE9， 
有 无 穷 多 个 KEC ,使 得 ad (xo 十 py) 都 是 4 的 暴 零 线性 变换 , 则 9 
是 窒 零 李 代 数 . 

证 设 ad(zo 十 py) 的 特征 多 项 式 为 

JAD) 一 姑 二 ai(CHU)N 十 … 十 an(CAD)， 

其 中 因 =dimg. 显然 w( 是 六 的 多 项 式 , 并 且 deg ai(p1) 声 m. 而 
a 让) 二 0 (一 1,2,…,m) 的 充 要 条 件 是 ad(zo 十 py) 是 宕 零 线 性 变 
换 . 由 于 有 无 穷 多 个 y 使 ad (zo 十 jy) 是 咕 零 的 , 故 a;(p1) (1 声 i 声 
m) 有 无 穷 多 个 根 . 于 是 ci( =0，YAEC, 亦 即 YAEC,yE9， 
ad (zo 十 Jy) 是 害 零 的 . 因而 ，YzEg,adz=ad(zo 十 (z 一 zo)) 是 圭 
零 的 , 故 由 Engel 定理 的 推论 知 9 为 军 零 李 代 数 . 1 

定理 2.6.4 李 代 数 9 一定 包含 Cartan 子 代 数目 dim) 为 
9 的 秩 ”. 

证 设 zo 为 9 的 正则 元 ,9 对 adzo 的 根子 空间 分 解 为 

4 二 goladzo) 十 Cadzo), 


由 引 理 2. 6. 1 知 8 一 go(Cadzo) 为 8 的 子 代 数 , 且 dimbg 一 2 ; 又 易 知 
[gxCadzo)]SoxCadzo)， 


换言之 , ,9 二 >)gi(adzo) 是 adz 的 不 变 子 空间 ,这 里 z€E 外 . 


以 D(z) 表示 adz 在 8 上 限制 adzx|i 的 行列 式 ,因而 D(zxo) 关 0. 于 

是 YyE9,D(zo 十 jy) 是 4 的 非 零 多 项 式 , 故 只 有 有 限 个 根 jp ps 

,J 设 j 隆 (1SSiSk). 则 ad (zo 十 py) 的 特征 值 0 的 重 数 ns rm 

宇 n. 但 是 D(Czo 十 jy) 关 0, 故 nz, twdimb=n. 于 是 zzo+ 心 一 my 故 

ad(zo 十 py) 限 制 在 5 上 是 寡 零 的 .由 引 理 2. 6. 3 知 浊 是 寡 零 李 代 
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数 ,再 由 引 理 2.6.1 知 了 C9oladb). 另 一 方面 又 有 ge (adb) 导 
goladzo) 二 了 , 故 了 是 9 的 Cartan 子 代数 , 晶 dimb=n， | 

推论 1 若 李 代数 6 的 极 大 突 零 子 代数 含有 g 的 正则 元 zo， 
则 日 为 9 的 Cartan 子 代数 . 

证 由 上 面 的 证 明知 9 的 Cartan 子 代数 9o(adzxo) 二 0, 故 有 = 
go(Cadzo) 为 Cartan 子 代 数 . 下 

推论 2 ” 若 李 代数 9 的 寄 零 子 代 数 训 含有 6 的 正则 元 zxo, 则 
go(Cadb) 为 9 的 Cartan 子 代数 . 

证 由 于 9 的 Cartan 子 代数 所 一 goCadzo) 二 ,因而 有 

bg Cadb) go (add ) 一 入 ， 

故 8 一 oo(Cadzo) 为 0 的 Cartan 子 代 数 . 1 


习 题 


1. 举例 说 明 李 代数 8 的 极 大 宪 零 子 代 数 不 一 定 是 8 的 Car- 
tan 子 代数 ， 

2. 设 5 是 李 代 数 g 的 Cartan 子 代数 ,g 的 子 代 数 @1 忆 b. 试 证 
8 也 是 91 的 Cartan 子 代数 . 
. 3. 设 1 是 8 的 Cartan 子 代数 ,9E€ Autg. 试 证 0(9) 也 是 9 的 
Cartan 子 代 数 . 

4， 试 证 = 二 diag (ij) 是 sayC) 的 正则 元 当 且 仅 当 
1 天 j/ 时 人 天心 

5. 设 旨 为 李 代数 6 的 Cartan 子 代数 ,4 是 8 的 根系 , 则 <E8 
为 9 的 正则 元 的 这 分 必要 条 件 是 Yu€ A,alx) 关 0. 


$7 Cartan 准则 


本 节 将 给 出 用 Killing 型 来 判断 有 限 维 复数 域 C 上 的 李 代 数 
何 时 可 和解, 何 时 半 单 , 即 介绍 Cartan 准则 . 
引 理 2.7.1 设 (o,Y) 是 李 代 数 % 的 有 限 维 表示 , 则 
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tro(z)=0, VzEg9， (1) 
证 我 们 只 要 注意 到 
tro(Lzyy) 一 tr(CoGz)oCy) 一 DC(y)0o(z)) 一 0， 
就 知 此 引 理 成 立 ， | 
引 理 2.7.2 设 9 是 复数 域 C 上 有 限 维 李 代数 ,是 9 的 Car- 
tan 子 代 数 ,dim5 二 n,9 对 9 的 根子 空间 分 解 为 


9 =6+ > 90. (2) 
记 dimg.= 一 ro (zyy) 为 6 的 Killing 型 则 
Diradh= Dra(h), YE (3) 
2) sx,yD) 0, VzyyEbaEAi; (4) 
3) (z,y) = 1" 7) ay), Vr,y € Db; (5) 


4) 设 a,BEA. 又 psg 分 别 为 {REZ1B-+kaE 有 A} 的 最 小 值 ,最 
大 值 , 则 


Draria(Blz) 十 ha(z)) =0, VzE[g0 J, (6) 
k=p 


因而 
Bl(z)=ropa(z), raEQ, zE L990 (7) 
证 由 9 的 分 解 式 (2), 知 在 9 中 有 基 使 得 YAE9,adh 的 矩阵 
M(adh) 为 如 下 淮 对 角 和 矩阵 : 
0 x a(lh) 兴 
M(adh)=diag …. ， “…， (08) 
0 0 0 oh ) 


于 是 式 (3),(4) 与 (5) 成 立 . 

显然 ,8 十 9 十 9-。=0 是 一 个 子 代 数 . 由 于 [96, ge 
9etrdutve. 再 由 Bp 十 (g 十 1)aE Ah, 才 [9.,9atwm] 二 {0). 假定 9= 
D8arm ; 则 [9e,8] 忆 8, 同样 [9_ ,8] 忆 6. 显然 9,58]C0. 于 是 zx> 
k=p 


adz ji (Vz E91), 构 成 91 的 一 个 表示 ,zxE€ [9。,9-。j] 刁 b. 由 引 理 
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2.7.1 与 (8) 式 知 (6) 式 成 立 , 由 (6) 式 有 
B20) =——{ Dhrari] Prarie) al2) =raelz), 
=p k=p 


其 中 recC@， | 

以 下 我 们 均 假定 9 是 复数 域 C 上 的 有 限 维 李 代 数 . (rz,y) 是 9 
的 Killing 型 . 

定理 2.7.3 李 代 数 g 对 于 下 列 条 件 等 价 : 

1) 9 是 可 解 李 代 数 ， 

2) (9,9) 二 0, 即 Eident, 

3) (zz) 一 0， VrE€EQg™. 

证 1) ==2) 由 8 可 解 ,于 是 在 9 中 有 基 使 得 VzEg,adz 
在 此 基 下 的 矩阵 为 上 三 角 抢 阵 , 即 


A(Z) x 
如 (zx) 
M(adz)= 
0 Cr) 
于 是 yEgo" 时 
0 x 
0 
M(ady)= 加 ’ 
0 0 


因而 (x,y)=0, YrxEQ,yE QD.. 

2) 一 一 3) 由 (0,09) 一 0, 自 然 (z,z) 一 0，YzEg0). 

3) 一 一 1) 由 于 4“(4 宇 DD 是 8,8" 的 理想 , 故 89* 的 Kiliing 型 
为 8 的 Killing 型 的 限制 .于 是 8“ 也 满足 条 件 3). 因而 只 要 能 证 
明 omCo, 则 tCa® ,由 此 知 6 是 可 解 的 . 

设 9 对 Cartan 子 代 数 昌 的 分 解 如 (2) 式 ,因而 有 


9 一 [9, 所 十 2 L918-e] 十 ,2 [pg 站. 
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若 92 一 0, 则 
9 一 [9, 拉 十 之/ [8,9-ol. 
任 取 BE A, 则 由 引 理 2.7. 2 知 
P(r)=0, YzE [bb]， 
(z,z) 一 B28 (eRe) = | es) ee) =0, Vz€ [g.,9.], 


这 里 reEQ@,68(Cz) 一 roea(z). 自然 rw 一 1, 因 而 we(z) 王 0, 故 8B(z) 一 
0. 因而 8( 纪 一 0. 于 是 A= 名 , 即 9=8,9 是 者 零 的 ,与 499 一 9 了 予 
盾 .因此 ,8 中 关 9, 故 8 是 可 解 的 . 1 

推论 ” 若 李 代数 9 满足 (z,z)=0，VYzEo, 则 。 为 可 解 李 代 
数 ， 

定理 2.7.4 李 代数 9 为 半 单 李 代数 当 且 仅 当 9 的 Killing 型 
非 退化 . 

证 在 定理 2.5.4 中 我 们 已 经 证 明了 9 的 Killing 型 (z,y) 非 
退化 时 ,8 是 半 单 李 代 数 . 现 设 4 的 Killing 型 是 退化 的 , 即 9+ 关 
{0), 且 98+ 为 g 的 理想 . 故 g+ 的 Killing 型 为 4 的 Killing 型 在 + 上 
的 限制 ,由 此 有 (zx,x) 二 0, Yx Eg+. 由 定理 2.7.3 的 推论 知 8+ 是 
可 解 的 ,于 是 9 不 是 半 单 的 。 1 

由 这 个 定理 我 们 立刻 可 将 定理 2. 5.4, 定 理 2.5.5 等 中 的 条 
件 “g 的 Killing 型 非 退 化 ” 换 成 “9 为 半 单 李 代 数 ”, 结 论 仍然 成 立 ， 
特别 , 半 单 李 代 数 a 可 分 解 为 单 理想 的 直 和 : 

9 一 49: 中 0: 由 …G 中 9-， 
而 且 除 9 ,9，…,'9- 的 次 序 外 ,这 个 分 解 是 唯一 的 ， 

此 外 ,容易 看 到 半 单 李 代数 的 非 零 理想 与 商 代数 仍 为 半 单 李 
代数 . 


习 题 


1. 设 耻 是 复数 域 C 上 的 有 限 维 线性 空间 ,8 是 gl1(V) 的 子 代 
数 . 
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1) -x  € gl(V), 其 最 低 多 项 式 为 f(4) , 试 证 存在 多 项 式 p (4)， 
q (CX) ,PC(2) ECLAJ 满 足 : 
A Cp ,ND FO NTpOO+aN), 
=plA), g(t), pl ) lw co 一 Nidw er. 


2) .ez 是 寡 零 线性 变换 当 且 仅 当 tr(uezp(-ez)) 一 0. 
3) 如 果 
trXY 一 0， YXE9, 了 Eg ， 

则 6 是 可 解 李 代数 . 

2. 设 * 是 李 代数 8 的 根基 ,a 是 9 的 理想 . 试 证 9/a 为 半 单 李 
代数 当 且 仅 当 na2tr, 且 az 径 9， 

3. 设 rr 分 别 为 李 代 数 %,9; 的 根基 ,又 f 是 9 到 5 的 满 同 
态 , 试 证 fr) 一 Ti 


§ 8 典型 李 代 数 的 Killing 型 
与 Cartan 子 代数 


(十 1,C) ,sobn,C) 及 sp ln,C) 统 称 为 复数 域 C 上 的 典型 李 
代数 ,在 复 半 单 李 代数 中 占有 极 重 要 的 地 位 ,也 是 李 群 , 李 代 数 用 
于 其 他 分 支 .学 科 的 重要 工具 . 本 节 将 计算 它们 的 Killing 型 与 
Cartan 子 代 数 . 

显然 ,对 于 任何 有 限 维 李 代数 0, 若 其 Killing 型 为 (x,y), 则 
有 、 


Cz,y) 一 二 Cz 十 yz 十 人 一 (zz 一 (yy)). (1) 


因而 要 计算 Killing 型 只 要 计算 Cr,x) 二 tr(adzx)? 即 可 . 进一步 ,我 
们 只 要 知道 (adx)? 在 某 组 基 下 的 矩阵 的 对 角 线 上 的 元 素 就 足够 
了 . 
(adX)°Y 一 (X 一 2XX 十 X2) 了 
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一 了 一 2XYX 十 7X2，VX,7Eo0. (2) 

定理 2.8.1 设 ”>1,(X,7) 为 xz,C) 的 Killing 型 , 则 

1) (X,Y)=2ntrXY, VX,YEsl(n,O); (3) 

2) (X,Y) 是 非 退 化 的 , 即 si(n,C) 是 半 单 的 ; 

3) 8 一 {dqiag(Cziyza…yz)jzi 十 zz 十 … 十 Zr 一 0) 是 (GasC) 的 
Cartan 子 代数 . 

证 1) 由 于 sn,C) 是 gt,C) 的 理想 , 故 Lln,C) 的 Killing 
型 为 gl(n,C) 的 Killing 型 的 限制 .熟知 gl(x,C) 有 基 {Ei|1&i,j 
二 n) ,其 中 Ei 满足 

entuEij=O6, lk <n. 
又 gl(n,C) 中 元 素 X 二 2) (entyX)Ei . 故 由 (2) 知 
enti( (adX )2E,;) 
=enti( XE,,—2XEX+ EX’) 
—entiX:—2(entaX)(entjX)+ent;X’. 
因而 
(X,X) = Dents((adX)E) = 2ntrX? 一 2(trX)2. 
特别 , 当 久 EsLx,C) 时 ,trX 二 0. 由 (1) 知 (3) 式 成 立 . 
2) 设 XEsliln,C) ,XX 关 0. 于 是 了 Esl(n,C), 因 而 有 
(X,X') = 2ntrXR' = 2n >， (entyX) (entsX') 


= 2n >) (entyX) (entyX) > 0. 
故 (X,Y) 是 非 退 化 的 。 
3) 设 有 = 二 diag (xi,zxz，… ,Xs) E90, 显然 有 
[4,b]=0, [kh,Ei]= (Cz~—7z) Es. 
记 和 AE 上 为 入 (h) 二 zi Vh=diag (zi Ta Tn). 
84 二 {xXEij|rEC}, i#j. 


因而 有 sin,C) 对 于 9 的 权 子 空间 分 解 为 
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GaNC) = D0 (4) 


IT 天 了 
其 中 9 一 olad0) C6 二 sL (nC)), 故 日 为 Cartan 子 代数 ,日 (4) 式 为 
从 n,C) 对 的 根子 空间 分 解 . A= (4 一 ij)1&i,j 和 <n}. 1 
定理 2.8.2 设 n 宇 3,(X,7 了 ) 为 sol(n,C) 的 Killing 型 , 则 
(X,Y)=n—2)trXY, VX,Y Eso(n,C). (5) 
(X,Y 了) 是非 退化 的 , 故 soln,C) 是 半 单 的 . 
证 由 于 有 Esoln,C) 当 且 仪 当 X'= 一 匀 , 即 
entyX=—entX HH (X’)'=X. 
又 {Ej 一 万 i|1 才 i 之 j 志 4) 为 so(n,C) 的 一 组 基 . 由 (2) 式 ,我 们 有 
enti( (adX)(E,—E;)) 
=enti( X Ej— Ei)—2X(E,— Ei)X+(E— Ei)X’) 
=—entiX’ 二 2(entyX) (entiyX)-+entjX’. 
因而 
(X,X) = tr(adX) 
一 >» (entsX’ 十 ent,X’) 一 2 > ， (entiX) (entiX) 
i Tc 
一 (2 一 l)trx: 一 trX 一 (2 一 2 tr 
再 由 (1) 式 得 
(X,Y)= (一 2)trXY7， 
若 关 Esoln,0), 则 对 Eso(n,C), 故 久 关 0 时 ， 
(X,X') = (n— 2) >) (entyX) entyX) > 0. 


故 (X, 了 ) 是 非 退 化 的 , 即 so(n,C) 是 半 单 的 ， 上 
引 理 2.8.3 设 XEgl(2n,C), 则 
1) XE sptn,C) 当 且 仅 当 


A 8B 
C 名， 
其 中 B=B’,C==C',A4A,B,C Egl(n,C); 

2) XEsp(n,C) 当 且 仅 当 访 '€ sp(n,C); 


(6) 


73 


3) 令 
Au= Eu Entntt, 1<k ,ln; 
By=Enijthnts lSi<j<n; 
Cj=EitEtss lSiSj<n, 
则 {hu5Bj,C5|1 才 kL 和 rn,1 志 1 和 jn 了 构成 sp bn,C) 的 一 组 基 . 


证 记 
-| | _ | 0 中 
XX 二 ， J ;二 . 
CD (一 到 0 
于 是 Esp(n,C) 当 且 仪 当 XJ 十 JaX' 一 0, 即 (6) 式 成 立 , 故 结论 
1) 成 立 ,进而 结论 2) 与 3) 成 立 ， 1 
定理 2.8.4 设 C(X,Y) 为 sp,C) 的 Kiling 型 , 则 
1) (X,Y)=2(n+1)trXY, VX,YEsp(n,O); (7) 
2) (X,Y 了 ) 是 非 退 化 的 , 即 spbn,C) 是 半 单 李 代 数 ， 
3) b= {diag xi, ra y Tn) CO— Ti ~— X20, Cx) |X EC} 为 
sp (4,C) 的 Cartan 子 代数 ， 
证 由 (6) 式 ,有 
' entintjX =ent; B=ent; B=entjnriX; 
entrtijX =entijC=entiy C=entjiX; 
entntintijX—=—ent; A=—entnX; 
4? 十 BC AB—BA’ 
VCc4-4C CB+A'? 
trX2 一 2tr42 十 2trBC. 
用 (2) 容 易 算 出 ; 对 V1 和 :Js 有 
ent;( (adX)?A;) 
=entsX’—2(entaX) (entjX)+ent;X’ 
+2(entiontjX) (entnti,yX) 
=entaX:—2(entiA) (ent;,A) +entjX’ 
+2(entsB) (ent;C); 


XxX? 


站 
用 
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对 VI<:< 7 入 ”有 
entiaij( CadX )2B,,) 
—=entsX:—2(ent,X) (ent,ij,nt+jX) 
—2(entuX) (entstintjX)+entrriatid’ 
=~entsX’++2(entisA) (entjA) 
+2(entiA) (entsA); 
entinti( (adX )’B, ) 
=—=2(entsX’+2(entsA) (ent;A)tentrtintii’); 
对 Vi<i<j&n 有 | 
entati,s( (adX )2C,,) 
一 entnHinHX :~—2(entstintiX) (ent;yX) 
—2(entntintjX) (entiyX)+entX’ 
=entntintiX 二 2(CentisA) (ent;A) 
二 2CentiA) (entsA)+entjX’; 
ent,tii( (adX )C.,) 
=2(entatintiX’ 2(entsA) (ent;A)+entsX’). 


于 是 有 
(X,X) = Dlentis( (adX)Aj)j+ DD) entinti( (adX)’B,) 
ij lI&i<jen 
十 >) ent, pai( (adX )2C5 
1s:iSJSn 
一 2(n 十 ])trX2. 
再 由 (1) 式 知 


(X7) 一 2(2 十 ])trXYyY，VXYEspGayC)， 
由 天 Esp(sC),X 天 0, 故 由 引 理 2. 8. 3 知 ,' Espn,C). 因 
而 (X, 人) 一 2(2 十 1)trXX' >0. 故 知 ( 和 ,7) 非 退化 , 亦 即 sp (x,C) 
是 半 单 的 . 


定义 了 到 C 的 映射 入 如下: 
hdiag (zyzz yoy 一 1 一 站 一 Ta)) 一 ii 
于 是 有 
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[h,Ai;]= (4%—N) (Rh) A, 1 ,<n; 
[h,Bs]= GF MB IAIj<n; 
[4,C;]=—G+A RIC li<j<n; 
b=L(CA ,Ass » An). 
因此 了 =sp(n,C) 对 ad 的 权 子 空间 分 解 为 
4=goCadb)+ > 9adb), 


Ea 
其 中 
g(adb) 一， 

A= (4— ,tt jn ). 
dimg。 王 1, 其 基 对 应 为 4A;;, Bw 与 Cw. 特别 ,0 为 sp ln,C) 的 Cartan 
子 代数 ， 1 

现在 讨论 so(n,C) 的 Cartan 子 代数 . 将 分 为 奇数 与 偶数 两 
种 情况 ,而 且 用 一 个 与 so (n,C) 同 构 的 李 代 数 g(n,S,C) 来 替代 
so(n,C). 


定理 2.8.5 设 
| 0 0 
S=I0 0 了 |， 
| 1, 0 


则 soC2x 十 1,C) 与 gC2n 十 1,S,C) 同 构 ; 并 和 且 
b= {diag (0,z1, .Tt2 "°° ny 人 19 了 29 9 一 2n) EC 


为 gC2n 十 1,S,C) 的 Cartan 子 代数 . 


[Te 0 0 
ye 全 0 V 一 1 天 
0 I MVM-1l, 


则 有 S=YY'=YIwiY'. 我 们 由 定理 1.4.1 知 so (2n 十 15C) 与 
g (2n 十 1,S,C) 同 构 , 而 且 容 易 证 明 XEg(2n 十 1,S,C) 当 且 仅 当 
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0 V —W' 
X=|W A 了 |, B=—B, C=—C, 


一 VC 一 4 
于 是 CgC2n+1,S,C). 
令 
Wi=Etii™ Erriti, 1<: 委 ”2; 
Vi=Enti— Ertitii, l<&i<n; 


Ai= Erits— Ertitintiti? 1<&i ,jn; 
Biy=Eiriatiti— Eitintitis li</j<n; 
Co 一 已 HH 一 已 ti li<j<n, 
则 上 述 元 素 构 成 gC2n 十 1,S,C) 的 基 . 又 设 人 E 旨 定义 为 
hldiag (0, T1729 Thy — Xi) — X29 — Xn)) = Zi, 
于 是 VAE9, 有 
[h,Wij=ACAW:, LA 一 一 和 CD， 
[h,Aij= Ch—A) RA, [Lh,Bs)]= (CNN) Rh)B;, 
[h ,Ci)= ~— (Xt Ah) Ch)Cs, 
由 这 些 式 子 可 知 了 是 g(2n 十 1,5,C) 的 Cartan 子 代数 .6 的 根系 A 
二 { 土 如 ;y 土 (4 一 为) , 土 G%W 十 ) |1 寺 kK 二 nn; 1 二 1 之 jn) ,而 Wi,Vi， 
A 关门,Bs,Ci 为 对 应 根子 空间 的 基 ， | 
定理 2.8.6 设 


Si 二 


0 了 
也 中 
则 so(2n,C) 与 g(2n,S1,C) 同 构 , 并 且 

b= {(diag ziyz2ar Try — Ti ~— Kes Ta) [XEC)} 
为 其 Cartan 子 代数 ， 

证 设 
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se 


则 S 王 矶 7 一 轧 77 .由 定理 1,4.1 知 so(2n,C) 与 g(2nSiyC) 
同 构 , 且 容易 证 明 XiESg(2n,Si,C) 当 且 仅 当 
{A 卫 
Xl1 =| ， 万 一 一 B，C' 一 一 C. 
LC 一 4 
于 是 g (2n,S1,C) 同 构 于 gC2n 十 1,S,C) 中 由 Ai(1<i,j 志 1),B; 
(i 过 和 2) 与 Cj 二 i 之 j 志 nn) 生 成 的 子 代 数 . 由 定理 2. 8.5 的 
证 明知 6 为 g(2n,S1,C) 的 Cartan 子 代数 .6 的 根系 
A 二 ( 士 (h 一 ), 土 (OW 十 7) 11 坟 i 之 j 才 nn) 
对 应 根子 空间 的 基 为 4,Ai,B;,Cij. 1 


习 题 


1. 设 到 是 特征 为 3 的 域 ,8==s7 (3,F). 

1) 求 C(@); 

2) 判断 9/C(9) 是 否 半 单 ; 

3) 判断 8/CCg) 的 Killing 型 是 否 非 退 化 . 
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第 三 章 ” 复 半 单 李 代 数 的 结构 


本 章 将 研究 复数 域 C 上 半 单 李 代数 一 一 复 半 单 李 代 数 的 结 
构 . 首先 讨论 它 的 Cartan 子 代数 与 根系 的 性 质 , 进 而 引入 素 根系 、 
Dynkin 图 等 概念 . 这 些 概 念 在 描述 复 半 单 李 代数 及 其 表示 的 结构 
上 都 有 重要 作用 . 最 后 ,我 们 还 将 给 出 典型 李 代 数 的 素 根系 与 
Dynkin 图 . 

本 章 我 们 都 假定 9 是 复 半 单 李 代数 ,9 为 其 Cartan 子 代数 .9 
对 89 的 根子 空间 分 解 为 

9 一 贞 十 9 

其 中 入 为 5 的 根系 ,|A| 为 其 元 素数 .5 为 5 的 对 偶 空 间 , 故 AC 
b" .又 以 (z,y) 表 示 9 的 Killing 型 . 

本 章 的 结论 很 容易 推广 到 特征 零 的 代数 封闭 域 上 的 半 单 李 代 
数 上 去 . 


$1 3 维 单 李 代数 及 其 表示 


3 维 单 李 代数 的 不 可 约 表示 在 研究 半 单 李 代 数 的 结构 与 表示 
时 均 有 重要 作用 ,因此 有 人 称 之 为 “ 解 牛 尖刀 >”. 
定理 3.1.1 设 5,(z,y) 分 别 为 复 3 维 单 李 代数 9 的 Cartan 
子 代数 与 Kiling 型 , 则 8 对 的 根子 空间 分 解 为 
9= 了 十 gs 十 8-。， (1) 
且 有 e-Ege,e--E9g-。AheEb 使 得 
(euye_o) 一 1， (2) 
[eee_a]=h,, (3) 


a(he)=1/2, 
[Xe, X= XX)he, VXAEQ XX EQ 
证 设 8 对 6 的 分 解 为 
9 二 0 十 人 9 
着 |A| 二 1, 即 A=={a}. 故 2a€EA. 由 引 理 2.6.1 知 [0,9%JSo., 故 9。 
为 8 的 理想 ,这 是 不 可 能 的 . 故 |A|==2, 即 A={a,PB}. 若 at+B 取 0， 
于 是 a 十 BEA, 由 引 理 2.6. 1 知 [8s,9pj] 二 10}, 故 86 十 04 为 8 的 理 
想 ,这 与 9 的 单 性 相 违 ,于 是 8 一 一 a. 若 [9。,8-。j] 二 {0}, 仍 有 9 十 
9_-。 为 9 的 理想 ,因而 [9。,9_。] 关 {0}. 注意 到 dimb 一 dim9。 一 dim@_。 
二 1. 于 是 [69,98-。]= 二 .由 引 理 2. 6.1 知 (8,86 十 6) 二 0, 由 (zx,y) 非 
退化 , 故 对 e。€ 8,es 关 0, 存 在 唯一 的 e-.Eg_。 使 得 
(ee_u) 一 1. 
今 
ho= [es,e a]. 
则 有 hc。E9,ho 关 0, 且 YX。EQc,X_sE€9-s， 有 4,uEC 使 得 X 一 he。， 
和 _ 一 pe 故 (X。,X_s) 二 Ap. 而 [X。,X_s] 二 Apy[ecye_.] 二 Xho. 因 
而 
[Xs X= (Xo, Xa) ho. 
由 于 [hsyesj] 二 a(ha)ess [hiye_,]j 二 一 a(ho)e_s, 因 而 
has he) =2aCha). 
但 是 
(haesha)=([esse ssh)=— (e_s, [es heal) 
=—(e-sra(ha)es)—=a(ho). . 
故 知 | 
a(he)=1/2. 1 
推论 1 复 3 维 半 单 李 代 数 一 定 是 单 李 代 数 , 且 彼 此 同 构 , 因 
而 都 同 构 于 st (2,C). 


证 我 们 注意 到 1 维 、2 维 李 代数 都 是 可 解 的 ,故此 推论 成 
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立 ， | 
推论 2 入 到 日 的 映射 ， ha 一 入 .二 hu(VXEC) 是 到 9 的 线 
性 同 构 映射 , 且 满 足 
BOAR)= hesh), VAEDB, ED’. (4) 
证 因为 dim 的 三 dimg 一 1,oEg aa 天 0,jED,j 天 0. 故 Mu 
一 Ah 一 Au 是 线性 同 构 . 设 BE9' ,于 是 B=Xa,AEC. 因而 ip 一 从 
由 此 得 8(4)==Aha(h). 而 (hs,h) 二 2a(ho)alh) 二 a(h), 因 而 BC) 一 
(hssh), VAED,BEDb'. | 
由 这 个 推论 ,我 们 将 8 与 hs 等 同 起 来 .于 是 了 =b, (8, 8) 二 
(hg,ha)，YBEB", 于 是 有 
[ee 一 wc， (a,a)=1/2, 
[h,es|=(a,h)es, [h,e_s)=—(ash)e_s, VYVhED. 
由 下 面 公式 所 定义 的 ww | 
w.(B)=B— 2B, ypeb" = (5) 


(a,0) 
实际 上 是 一 id;:. 我 们 用 这 种 颇 为 复杂 的 形式 是 为 与 一 般 的 复 半 
单 李 代数 保持 一 致 . 

设 (o,Y) 是 复 半 单 李 代数 9 的 表示 ,9 是 9 的 Cartan 子 代数 . 
于 是 p() 是 gLCZ) 的 每 零 子 代 数 . 因而 了 对 p(9) 有 权 子 空间 的 直 
和 分 解 (参看 第 二 章 8$ 4), 又 对 任 一 帮 EpG)”，, 则 1 一 和 。pE 引 
( 即 4 使 右面 的 线性 映射 图 为 交换 图 ) ,而 且 


(aiAitash) p=a1 (Mp) a (dp), 9 p00) 


Yaias€EC, A,AE oD) , 
为 6 一 0, 当 且 仅 当 和 一 0， > 
由 此 可 知 , 可 将 p08)* 视 为 6 的 子 空间 ， 


即将 4 二 入 。p 与 入 等同 起 来 . 5 
定义 3.1.1 设 (p,V) 是 复 半 单 李 代数 9 的 表示 ,5 为 4 的 
Cartan 子 代 数 ,并 视 p09)" 己 6* , 则 称 V 对 o(9) 的 权 . 权 向 量 、 权 
子 空间 . 权 子 空间 的 直 和 分 解 为 表示 p 对 6 的 权 、 权 向 量 . 权 子 空 
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间 、 权 子 空间 的 直 和 分 解 . 

在 不 混淆 时 , 则 将 “对 ”省 去 . 

由 定理 2.4.2 可 知 4E9° 为 p 的 权 , 当 且 仅 当 存在 对 应 于 4 的 
权 向 量 w, 即 v 关 0, 且 

phv=Ah)v, YhED. 

一 般 复 半 单 李 代数 的 表示 理论 要 用 到 复 半 单 李 代数 的 结构 理 
论 ,因而 只 能 以 后 讨论 . ,| 

引 理 3. 1.2 设 复 半 单 李 代数 8 对 Cartan 子 代数 5 的 根子 空 
间 分 解 为 


9 一 9 十 人 
又 (p,V) 是 8 的 有 限 维 表示 ,V 对 9 的 权 子 空 间 的 分 解 为 
V = OW 


ME 
4 是 V 对 的 所 有 权 的 集合 ( 称 为 权 系 ), 则 
1) 车 XE€96, 且 [hh,Xe]=a(h)Xe, VAE9 ,那么 PCXoJVIS 
Vates VAE A 
2) YAEW, 有 >)dimV; .4A(h) = 0. 
A€EA] 


证 1) 首先 ,我 们 用 归纳 法 证 明 
(PR)— (ah) tA dy ) p(X,) = 0K) oh) —ACR) dy). 
当 & 一 1 时 ， 
(ph)— Calh)+ A idvy pCX.) 
=[p0h), p(X) +o XI Ph) — ah) oR) — AR PN.) 
=p(X.) ph)— ACh) dy). 
设 & 时 结论 成 立 , 则 
(ph)— (alh) +A) idy) :tipCX,.) 
=(p(h)— (alh) iaAR) idy) pK ) ph)— ACh) dy 
=p(Xe) (Ph) — AR)idy ti. 
由 此 知 结论 1) 成 立 . 
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2) 由 于 凡是 对 8 的 属于 权 4 的 权 子 空间 . 因而 tro(A) 一 
> dimV;。4Ch). 另 一 方面 ,由 于 9 是 半 单 的 , 故 9 一 90. 由 引 理 
aA€A 


2.7.1 知 tro(p) 一 0, 故 结论 2) 成 立 。 1 

定理 3.1.3 设 3 维 复 单 李 代数 9 有 分 解 式 (1). ee-ooc 一 和 
如 定理 3. 1.1 所 述 . 又 (p,V) 为 8 的 不 可 约 表示 , 则 有 AE = 
{za|xER} 使 得 


2(A,a) 

(a, a) EZ+=NU {0}, 
且 V 有 权 子 空间 分 解 

2(h,0) 


(a,a) 


= 这 Vaias dimVAa i = 1. 


证 因为 dimV 过 0, 故 一 定 有 权 A 使 得 A 十 a 不 是 权 . 取 va 
Eapa 天 0, 且 p(h) 二 A)va, VAEV. 由 引 理 3.1.2 知 p(e_)toa 
EVA-uy* 故 有 非 负 整数 p 使 得 

ple_e) va#0, OkEp; ples)?tlvs=0. 
“用 归纳 法 容易 证 明 
ph)ple_s) =ple_s) (ph) — kalh)idy), 


即 有 
ph) ple_s) vs= (A—ka) (hple_ a) va. 
又 用 归纳 法 可 证 明 
plea) ple_ oe) va—paple a) va, (6) 
其 中 
m=h| A De (ho). (7) 


于 是 Vi=L(va, pole ) va ;ple_a)?v4) 是 0 的 不 变 子 空间 9 因而 
Vi 二 VV ,Va_w 二 L(p(e-s。)*v4), 维 数 为 1. 由 引 理 3. 1. 2 知 


rt 
DS) (A—ka) (hs)=0. 
k=0 


于 是 
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24C) 2M) 
aCh) PR oa) 一 
A Fa€ ha. 


由 此 知 定理 3.1.3 成 立 ， | 
推论 1 设 (V,p) 为 3 维 复 单 李 代数 9 的 不 可 约 表示 ,A 如 上 
述 定理 所 述 . 则 表示 p 的 权 系 为 


1 
A,A—a,…, 一 A 且 dimV =2[ A+ daa) (ase. 


证 A pa— ba pa= 六 pa 一 一 人 ， 


2Cm | 260/20) sf 1 
(a,a) 十 Ca =2| 4+ 二 esa) /Cas0). | 


注 我 们 称 4 为 p 的 最 高 权 ,v 为 最 高 权 向 量 . 这 时 规定 如 
以 a 为 正方 向 . 
推论 2 ” 设 ) 是 不 可 约 表示 (o,y) 的 一 个 权 , 则 2 cz, 目 


(a,a) 
244o) 
Casa) “ 


dimV =p 十 1 二 


YoA 一 人 一 


也 是 (p,V ) 的 一 个 权 . 
证 设 A 为 此 表示 的 最 高 权 ,因而 有 满足 0<h<p, 使 4 
A 一 ka, 于 是 


wh A ho Ce a=A—ka— pat2ka=A— (p—k)a, 
1 
而 0<p 一 h<p, 故 woX 也 是 权 , 且 4 人 Ez 


推论 3 设 4 是 不 可 约 表示 Cp,V) 的 一 个 权 ,A 是 (p,V) 的 最 
高 权 , 则 下 列 条 件 等 价 : 
1) pledVi0 (ple_d)Vi0); 
2) 4 十 < 也 是 权 (4 一 “也 是 权 ); 
3) MA (4 天 一 4)， 
括号 中 为 4 的 另 一 组 等 价 条 件 . 
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推论 4 3 维 复 单 李 代数 的 两 个 不 可 约 表 示 (pi ,V1)，, (ps,V;) 
同 构 的 充分 必要 条 件 是 它们 有 相同 的 最 高 权 . 
例 3.1.1 由 于 3 维 复 单 李 代数 9 同 构 于 %(2,C). 于 是 可 在 
,6. 与 90- 中 分 别 取 元 素 he 与 f 使 得 
[hp,e]=2e, [h,fj=—2f, [Le,fj=h. 
设 了 为 请 次 齐 次 二 元 多 项 式 组 成 的 线性 空间 , 故 了 有 基 zx?， 
ze Ze ?yzZy? 1!,y?, 定义 (p,V) 使 得 


5 十 1 it—1 
、、 9 


ple)r'y' 一 ty Pf ry sr yt!, 

Ph) TY = (st zy, 
则 Cp,V) 是 4 的 一 个 p 十 1 维 不 可 约 表示 , 这 就 是 有 广泛 用 途 的 多 
项 式 表示 ， 


习 题 
1. 设 有 he 与 上 如 同 例 3. 1. 1, 试 求 (e, 门 . 若 w 及 4 分 别 为 9 
对 5 的 根 , (p,4) 的 最 高 权 , 试 以 4 表示 它们 . 


2. 设 (pi,V0) (i=1,2) 是 复 3 维 单 李 代数 9 的 两 个 不 可 约 表 
示 , 试 证 (p1,V1) 与 (p2,V;,) 的 张 量 积 完 全 可 约 . 


8 2 半 单 李 代数 的 Cartan 子 代 数 


”定理 3. 2. 1 复 半 单 李 代 数 g 的 子 代 数 5 是 8 的 Cartan 子 代 
数 当 且 仅 当 上 是 9 的 极 大 可 换 子 代数 , 且 YxE5,adz 是 半 单 的 . 
证 设 5 是 8 的 Cartan 子 代数 ,g 对 的 根子 空间 分 解 为 


9 一 四 十 > 9. (1) 


aE4 
设 zEb,rozn 分别 为 xz 的 半 单 部 分 与 等 零 部 分 (参见 定理 
2.2.3). 由 (adz) 钙 一 0, 于 是 有 adz,()=0, 即 二 EC GDSG8. 故 疡 
Eb, 因 而 (z.,o.) 一 0， Ya€A. 在 0 中 取 基 ,使 ad 的 矩阵 为 
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diag “…。 ， 。 ,|, VrEDb, 
0 0 0 a(z) 
则 adz,,adzs 在 这 组 基 下 的 矩阵 分 别 为 
diag(0，…， 0,a(z)， 和 az)，…)， 
0 by 0 x 
diag ， ， …. ,| 
0 0| lo 0 
由 此 可 知人 ,zw) 一 0, 因 而 (zs) 一 0. 但 是 9 的 Killing 型 是 非 退 化 
的 , 故 zx, 二 0, 即 x=x,. 于 是 adz 半 单 ,和 是 可 换 的 . 又 9 是 极 大 咕 
零 的 ,因而 是 极 大 可 换 的 . 
反之 , 设 5 是 9 的 极 大 可 换 子 代数 ,而 且 VrEb,adz 是 半 单 
的 . 设 9 对 adb 的 分 解 为 
4 一 goCadb) 十 >.Cadb). 


因而 YrE9, 有 zxE9olad9b), 且 
[xz,90Cadb)]=0. 

车 yEgolad 四 ,但 yE5, 则 了 +LCy) 刁 了 .但 L(y) 仍 为 交换 子 代 
数 ,这 与 9 的 极 大 可 换 性 矛盾 . 故 yE9, 即 8 一 9%o(Cadg) 为 9 的 Car- 
tan 子 代数 . | 

定理 3.2.2 设 复 半 单 李 代数 9 对 其 Cartan 子 代数 6 的 分 解 
如 (1) 式 , 则 

1) 9 的 Killing 型 限制 在 5 上 是 非 退 化 的 ，Y4€E9" ,有 了 唯一 的 
hE 使 得 

Ah)=(hsh), VAED, (2) 

b* 到 9 的 映射 > 是 线性 同 构 . 

根系 4 线性 生成 包 , 即 工 (4) 一 久 ， 

2) 若 acEA, 则 一 acEA, 且 
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[Xa,X_ 一 (XXX DR， VXeEQX_ ECGo-， (3) 
a(he) = (hsshe) 0, 
dimg=1, Va€A. 
又 车 es€94, 且 es 关 0, 则 有 唯一 的 e-。€9-。 使 得 
(€ss€-o) =1. (4) 

证 1) 设 PE8. 若 (的 一 0, 从 (Po) 王 0 (Ya€ A) 知 (h,9) 
一 0, 故 A 一 0. 因 而 9 的 Killing 型 在 5 上 的 限制 是 非 退 化 的 . 由 线 
性 代数 理论 知 ，YVAE ,存在 唯一 的 hE 使 得 (2) 式 成 立 ,而 且 2 
一 及 是 六 到 的 线性 同 构 . 

若 L(A) 取 .于 是 有 hEB,h 关 0 使 得 

a(h)=0, Va€EA. 
于 是 有 [4,9j 二 0, 即 hE€EC(9)== {0). 这 是 不 可 能 的 . 故 L(A) 二 0*. 

2) 设 a€E A. 由 于 (8s,9)==0; (8e,98) = 二 0, 若 a 十 B 关 0. 因而 有 
—a€A,H(g.,9_o)A0. 

设 XEgX--E0-… 于 是 [LX。X-o]E9B, 且 YAE8, 有 

([Xas Xa),h)=— (Xa, LX h)) 
=a(h) (Xs, Xo) = hash) Xe, Re). 
于 是 由 结论 1) 知 (3) 式 成 立 . 

设 BE A, 由 引 理 2.7.2 知 有 rss€0 使 得 
. Bhe) =rapa ha). . 

于 是 若 a(h。) 二 0, 则 B(h.)= 二 0, YBPEA. 再 由 结论 1) 知 h=0,a= 
0, 矛 盾 . 故 a(h,) 冯 0. 

设 eeE€094,es 关 0. 由 于 (ec, 了 )==0; (es,08) 二 0, 兰 a 十 B 关 0. 故 一 
定 有 e-.Eg-. 使 得 (4) 式 成 立 . 若 dimg.>>1, 则 有 ev" E96,es' 关 0 使 
得 (ev ,e-。) 二 0. 今 

en— (ades) "es ， n=0,1,*, 


于 是 有 er ga+ve， 且 用 归纳 法 可 证 明 
[esses]= — n(nt ah nA 二],2,". 
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而 由 (3) 
[e_s,e0 |= [eoseo j= (eo ,es)ho=0. 
由 eo 了 关 0,a《hs) 关 0, 知 el 闫 0, 从 而 es 关 0,… ,es 关 0. 故 知 |A|=o0， 
这 与 dimg<co 相 矛盾 . 由 此 知 dim8。 二 1，Ya€ A. 因而 对 es。€ 96,e。 
隆 0, 满 足 (4) 式 的 e-。 是 唯一 的 。 上 
注 由 此 定理 的 结论 1) ,我 们 可 用 4>h 将 5" 与 5 等 同 起 
来 , 即 二 ,X= 及 .于 是 有 4(h)== (hi,h) 二 (4,h). 特别 a,pE A， 
我 们 有 
Phe) = heshe)= (Pa)=raa, a). 
定义 3.2.1 设 A 为 复 半 单 李 代 数 g 对 其 Cartan 子 代 数 日 的 
根系 . 又 BE AU {0},a€ A. 若 有 非 负 整数 p,g, 使 得 {8 十 ka| 一 p 声 
kg}AU1{0), 而 8 一 (p 十 1)a,B 十 (gq 十 1)aEAU {0), 则 称 {8 十 
ka| 一 p 志 kgq}) 为 过 的 a- 链 . 车 将 上 面 三 处 AU {0} 代 之 以 4A, 则 
称 {B 十 ka| 一 pkg) 为 过 BB 的 a- 根 链 . 
定理 3.2.3 设 A 为 复 半 单 李 代 数 9 对 其 Cartan 子 代数 9 的 
根系 ,BE AU {0) ,aE A. 又 (B 十 ka| 一 p 志 kg}) 为 过 PB 的 a- 链 , 则 
有 


(B80)= 方 (pg) Casa), (5) 
且 当 >g 或 k 过 一 p 时 , 均 有 Bb 十 kaE AUY {0}). 
证 设 6 对 日 的 分 解 为 (1),ecEgoe_.Eg-* 满 足 (4) 式 . 于 是 


41 二 Lla,ease-o) 是 3 维 单 李 代数 . 9 的 伴随 表示 (ad,g) 限 制 在 i 
土 为 9: 的 表示 . 由 定理 的 条 件 知 
9= 之 Gptke 
是 此 表示 的 不 变 子 空间 . 由 于 [91,91j]==91;PB 十 ka 关 0 时 ， 
dimge+u 一 1;68 十 ha 一 0 时 ,(8 十 hao) 一 0 知 
Y (8 十 ka,a) 一 0， 


此 二 一 户 
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因而 
08,m = (pq) (a0). 


由 于 |4A| 二 %, 设 g 一 max (kB 十 ka€ AU {0})}). 如果 g'>>q， 
考 虚 过户 ==p 十 g'a 的 a 链 {Bi 十 ka | 一 po 寺 k 亿 qo} 显然 go 二 0， 
gq 一 po 之 9 十 1, 即 
po<q’'—g—1. 
另 一 方面 ,由 


(8 上 ga'ava) 一 六 poCaya) 


知 po 二 p 一 g 十 29 .于 是 
q' <—p—1. 
这 是 不 可 能 的 . 故 g = 
同样 可 证 min{&|18 二 teEc4U{o) = 一 让 
推论 若 a,8EA, 则 


2Ca,P) 
p— Ca) . (6) 


证 设 过 8 的 oe 链 为 {8 十 ka| 一 p 志 kg} ,于 是 从 (5) 式 得 出 
—2(a,p)/(a,a)=g—pEZ2, 有 8 


pgq—p<g. 
于 是 8 一 2 a€ AU (0). 著 8 天 如 , 则 8 一 2 有 #0 车 B= 
ja, 则 一 20es 人 一 天 0, 故 知 (6) 式 成 立 ， 1 


定理 3.2.4 设 4 为 复 半 单 李 代 数 g 对 其 Cartan 子 代 数 b 的 
根系 , 则 有 以 下 结果 : 

1) 若 a,8EA, 且 [gsj 一 {0}, 则 a+BEA; 

2) 若 a€ A,kEC,kaE A, 则 == 土 1， 

3) 若 XeEg.X_ Egg-XeEge, 则 


[X-_,, LX。 ,Xo]]= $cp+ DX ,X-_.) (a,a) Xp, 
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其 中 p,q 为 过 有 的 w 链 16 二 te| 一 PP 委 E<9) 的 两 个 端点 对 应 的 整 
数 . 

证 1) 设 4 对 6 的 分 解 如 同 (1) 式 .又 过 BB 的 a- 链 为 {B 十 ka| 
一 BE ) 0 一 Zeyeoe-o) ,其 中 (es,e_s)=1,er EQ ea EQ 
故 9%; 为 3 维 单 李 代 数 . 将 8 的 伴随 表示 限制 在 8 上, 则 为 &1 的 表 


示 , 由 于 [9%.,9p] = (0), 于 是 9e-m 是 9 的 不 变 子 空间 . 因而 有 


p 
2 (8 一 kha,a) = 0. 故 2(B,a)/(aya)=p. 男 一 方面 ,由 (5) 式 我 
天 一 0 


们 知 2C8,a) /Cayq)=p 一 q. 故 g=0, 即 a 十 BEA. 

2) 由 于 [8。,9cj 二 {0), 故 2a€EA. 由 定理 3.2.3 知 VEEN,E> 
lpaE4. 于 是 一 taeE4, 即 结论 2) 对 有 EZ 成 立 . 

设 kE2Z, 而 ka€ A. 设 过 ka 的 a- 链 为 {(&k 十 ki)alh 二 一 p， 


1) 0 2 Ron) 1, 
(p 一 1),…,0,…,q). 于 是 由 (5) 知 = Ca = 2p q). 因为 


EZ, 于 是 有 h=1 十 广 m 2. 由 kaE A, 知 一 ka€ A, 即 kha 一 
(2n1+ Da€EA. 故 当 m0 时 ,有 一 p 志 一 《2m 十 1) 过 一 (ny 十 1) 过 0 
过 gq. 从 而 ha 一 (mi 十 1)a 一 一 六 4€ 4, 故地 a€A. n=0 时 ,十 a€ 


4i; 当 mm<0 时 ,有 一 如 委 0 委 一 Gu 十 D)<< 一 (2m 十 D)<q, 亦 有 广 a 


Ea4. 令 一 六 于 是 2mEA4, 这 不 能 成 立 . 故 &AEZ 时 ,kaEA4. 这 
样 ,完成 了 结论 2) 的 证 明 . 

3) 若 X.,X-_. 与 Xe 中 有 -- 个 为 0, 上 述 结论 自然 成 立 . 故 假设 
和 X-。Xp 全 不 为 零 . 由 结论 1) , 若 ec,pE4,a 二 BEA4, 则 [go] 
一 gp. 若 一 一 8, 则 [9 9-o=Ca 为 一 维 线性 空间 ,由 此 可 知 
X_。 天 0,Xp 天 0, 则 有 唯一 的 eskwEge+rw 使 得 Xe 一 (adX_.)?eptge. 
而 L((adX_o)*esiz， 上 二 0,1,…,g 十 p) 构 成 的 子 空间 为 0; = 
L(X。,XX-a, [XX 六-。]) 的 不 可 约 表 示 . 由 $$ 3.1 之 (6) 式 与 (7) 式 我 
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们 有 
[XXXe]] 一 [和 [X,, (adX_.)’eprge | | 
=— (XX ) (BB,a) Kot LX,, (adX -orieproo] 


一 一 (KX) Br Kat (Kes Xo) q+ | B+go 一 去 ga,a| Xp 
= p+ RK (os) Xp | 
推论 若 a,8,ae 十 6EA, 则 [gg 一 ge 
这 是 结论 1) 的 必然 结果 . 下 
习 题 
1. 设 4 是 复 半 单 李 代数 0 对 其 Cartan 子 代数 日 的 根系 , 试 证 
D 1AlEN, 有 2 1A|>dimb; 


2) 二 141 一 dim8 当 且 仅 当 方 1A1= 于 dimg, 当 且 仅 当 8 是 
dimb 个 3 维 单 李 代数 的 直 和 |， 

3. 试 证 维 数 为 1,2,4,5 与 7 的 复 李 代数 不 是 半 单 李 代 数 . 

4. 试 证 6 维 复 李 代数 不 是 单 李 代数 . 

5. 试 证 8 维 复 半 单 李 代 数 一 定 是 单 的 ,而 9 维 复 半 单 李 代 数 
一 定 是 三 个 3 维 单 李 代数 的 直 和 . 


§ 3 半 单 李 代 数 的 根系 


设 4 是 复 半 单 李 代 数 a 对 其 Cartan 子 代数 的 根系 ,于 是 
9 一 日 十 Dg (1) 
EN 


其 中 dimg.=1.9 的 Killing 型 (x,y) 限 制 在 5 上 是 非 退 化 的 .于 是 
对 VAE6* ,有 队 一 的 hi€9 使 得 4C4)==(h,h),，VhEB.4>h 是 
b" 到 的 线性 同 构 映 射 . 故 可 将 6" 与 等同 起 来 .于 是 可 视 和 A 为 9 
的 子 集 . 如 果 esEq6ye_.E€9 .so 且 (esye_,) 二 1; 则 [es,e_sj] 二 有. 二 a. 如 
果 有 hh,h'E6, 则 有 
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(hsh’) = trladhadh’) 一 Slal(h)alh’) 
oEA 


= >) (a,h) (a,h’). 


a€Ead 


定理 3.3.1 设 A 是 复 半 单 李 代数 8 对 其 Cartan 子 代数 0 的 
根系 ， 
1) 若 myaz，…， “EA, 且 为 的 一 组 基 , 则 Ya€ A， 
a 一 Bho, k:€0. 
2) 令 名 是 4 生成 的 实 线性 空间 ， 即 
Je 一 { 21zoelzER， 
则 
dimbx=dimb; b=bet+~V —1ba, 
县 9 的 Killing 型 限制 在 B 上 是 正定 的 . 故 x 对 于 9 的 Killing 型 
成 为 一 个 Euclid 空间 . 
证 1) 设 wpE4. 由 于 avE[g.9-], 故 由 引 理 2.7. 2 知 有 
rep€Q 使 得 
《8,a) 一 rop(Caya). 
因而 
(a,a) 一 >， (B,a) (BB,a) 一 ( Srs) (aya)2， 
pE4 8E4 
又 从 定理 3.2. 2 知 (a,a) 关 0, 于 是 


(a) = -ey, 
Tap 


>» 2 
RE4 
且 (a,a)>0. 
从 而 (p,a) EQ, Va,BEA. 
由 于 ayaz 和 0 人 为 6 的 基 ,a€ ,着 有 
4 一 > Qi 


于 是 所 ,庆生 为 线性 方程 组 
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《了 
Dri(as 4) 一 (a,Q;), j= 1,2," 


的 解 . 由 于 (wa ,ea) EQ, 故 k.EQ. 
2) 由 结论 1) 知 车 ea，…awcEA4 为 日 的 基 , 也 是 名 的 基 , 于 
是 dimba 一 dim 有 ,二 Bx 十 MV 一 1Ba. 设 hEBr, 显 然 (4h,a) ER. 又 
(h,h) = > (a,h)’ > 0. 


a€Ea 
车 上 式 中 等 号 成 立 , 则 (a,h) 二 0, Ya€ A. i 故 h=0, 因 而 结论 2) 成 
立 ， | 
由 这 个 定理 知 加 为 Euclid 空间 . 故 对 有 h,h'€Ebr, 可 以 定义 它 
们 的 夹 角 , 记 为 (,h'). 
定理 3.3.2 设 4 为 复 半 单 李 代数 4 对 其 Cartan 子 代数 5 的 
根系 .a,8E4, 且 ao 一 土 8, 则 


lcos(esB)1 一方 r,， 7 一 0,1,2,3. 
且 若 7r 关 0, 又 (a,a) 志 (8,B), 则 


(BB) 12G6)| |= 
(a,a) ? | (a,a) ” (8,p) “ 


证 设 过 的 a- 链 为 {6 十 ka| 一 p 志 kg). 由 定理 3. 2. 3 知 
2C8,2) =p—g€Z. 


(a,a) 
2(a,p) 4(asp)? 
同 理 8,6》EZ. 于 是 (avaj(8, BD "EZ+ 
另 一 方面 天 士 8, 故 a 关 kB， YEE R, 于 是 |cos (a,PB) | 过 1. 而 
加 (ayB)2 V2 1 
[cos(ay,8) | 一 | 一 2™ 广 ， 


故 r 一 0,1,2,3， 
设 7 天 0, (a,a) (P,P). 由 于 


ACH . 2(as8) 
(aa) ”(8,1 一， 


于 是 
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2(a22) | > | 2(a8) | 


(a,a) | 舍 B) 
由 r= 二 1,2,3 知 
2(a,6) | ，| 徐 有 | -1， 
| (a,a) (8B,8) 
因而 


(BB)/ aa)=r. | 
这 个 定理 说 明 当 ap8EA4,a 天 士 , (ae,8) 天 @ 时 ,e 与 Bp 间 的 夹 
角 与 长 度 比 有 和 密切 关系 .如 下 表 : 


181/lal 3 


下 面 的 定理 是 用 A 来 判断 一 个 复 半 单 李 代 数 何 时 是 单 李 代 
数 . 

定理 3.3.3 设 人 为 复 半 单 李 代 数 9 对 其 Cartan 子 代数 的 
根系 , 则 9 不 为 单 李 代数 的 充分 必要 条 件 是 存在 4 的 非 空 子 集 
Al, A, 满足 : 


4A=AUA:; (Ai,As)=0. 
证 必要 性 若 g 不 是 单 的 , 则 9 有 非 平凡 理想 81 ,9z 使 得 
9 一 0 中 6:. 
由 定理 2. 6. 2 智也 有 分 解 
b= bP,, 
其 中 6; 为 8; 的 Cartan 子 代数 . 设 9; 对 6; 的 根子 空间 分 解 为 
9 = b+ Doi. 


名 
由 于 9 的 Killing 型 为 g 的 Killing 型 在 8 上 的 限制 , (g,9:) 一 0， 
[91,92j 二 《0). 因而 车 a€ Ai,hE9,h= 有 十 hs,hi€E Bb, 则 YesEos 有 
[hsea)= [hiyec) t+ [hsses = Ca,h;)es, 
即 8 也 是 9 对 的 根子 空间 .于 是 
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4 二 如 十 线 十 》) ge 
<E4U4 


故 知 A=AiU A;,, (Ai,A;,)= 0., 
充分 性 ” 设 有 A 的 非 空子 集 Ai,A: 满足 所 述 条 件 ,显然 Ai 门 
A 二 久 . 今 0 为 4 张 成 的 子 空间 .再 令 
0i: 一 b; 十 > 9 


于 是 8 二 41 十 9z 为 空间 直 和 . 

设 vcE 4A, 于 是 (一 a,a)== 一 (a,Q) < 之 0, 故 一 a€E Ai, 因而 有 9_。 
CQ. 故 [94,9-。]= 二 CaCg. 又 车 a,pE Ai, 于 是 (a 十 B,A;)= 二 0. 若 
4 十 BE A, 则 a 十 8E 4 因而 Lo,90 一 geS0 显然 [入 ,0 一 9<S 
9， 因 而 9: 是 9 的 子 代数 . 

其 次 ,我 们 证 明 9 为 9 的 理想 . 设 a€ Ai,BE As, 而 at+BEA. 
因为 A= A U Ah,, 不 妨 假定 ai+pBEA. 于 是 (e 十 6,4:) 一 0, 故 
(8,4:) 王 0, 从 而 (8,4A) 王 0. 这 与 BE Ahs 矛盾 . 故 得 到 xc 十 PE4A, 即 
有 [9.,9ej 一 0. 注意 到 [0,41] 二 91, 故 9; 为 8 的 理想 . 于 是 9 不 是 半 
单 的 ， 人 

注 在 充分 性 的 证 明 中 不 难看 出 9; 也 是 9 的 理想 ,和 且 9=9i 
Doz. 

推论 设 4 是 复 半 单 李 代 数 9 对 其 Cartan 子 代数 5 的 根系 ， 
4 是 A 的 极 大 线性 无 关 部 分 组 . 若 A 不 能 分 解 为 两 个 非 空 的 , 相 
互 正 交 的 子 集 之 和 , 则 9 是 单 李 代数 . 

证 若 g 不 是 单 的 , 则 A 有 分 解 

4=4U4， (Mi,As) 二 0， 4 二 休 . 
于 是 有 
ho= (ho A U (ho fAs); 
(hfAi, hf A,)=0. 
由 假设 知 A 门 A 与 ho 门 A; 中 有 一 个 为 空 集 ,不 妨 设 4 门 4 二 2 ， 
于 是 A4CAhi, 故 (ho,A)==0. 但 为 的 基 , 故 4 名 ,矛盾 . 因 
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而 9 是 单 李 代数 ， 
习 题 


1. 设 A 是 复 半 单 李 代 数 @ 对 其 Cartan 子 代 数 日 的 根系 ,a,B 
A, 且 a 关 土 B. 试 证 

1) (a,8)>0, 则 a—BEA; 

2) (a,8)<0, 则 a 二 8€A; 

3) 过 8 的 oa- 链 至 多 包含 4 个 根 . 

2. 证 明 so(5,C) 是 单 李 代 数 ,在 其 根系 中 有 一 极 大 线性 无 关 
部 分 组 4e 可 分 解 为 两 个 相互 正 交 的 子 集 之 和 . 又 有 另 一 极 大 线性 
无 关 部 分 组 不 能 分 解 为 两 个 相互 正 交 的 子 集 之 和 ， 

3. 试 证 习题 2 的 结论 对 sp (2,C) 亦 成 立 . 


34 素 根 系 


本 节 我 们 将 讨论 根系 A 中 一 类 特殊 的 极 大 线性 无 关 部 分 组 ， 
也 就 是 br 或 9 的 一 类 特殊 的 基 , 其 元 素 间 的 关系 足以 刻画 半 单 李 
代数 . 1 

设 x 是 复 半 单 李 代 数 9 对 Cartan 子 代 数 的 根系 4 生成 的 
实 线性 空间 ,dimb 一 dimbx 二 x. 

定义 3.4.1 设 Eis€29""* ,En 是 De 的 一 组 基 . 又 假设 rEbe, 
= Diz6 .着 zi,z41…oz, 中 第 一 个 非 堆 数 是 正 数 , 则 称 z 为 正 向 
量 , 记 为 z>0. 若 一 z 为 正 向 量 , 则 称 = 为 负 向 量 , 记 为 0 这 z 或 
I<0, 

车 zx 一 y 之 0, 则 记 z>y 或 ?<z. 显然 “>" 是 Bx 中 的 一 个 关 
系 , 它 满足 下 面 一 些 性 质 ， 

1) Vx,y€EBr,z>y,7T 一 y 与 y>z 中 有 且 只 有 一 种 成 立 . 

2) xz>y,y>z NH,z>z. 
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3) x,y,ZE br,aER. 又 >y 则 
ZX 十 z 之 y 十 z; 
ax>ay， 车 a>0; 
ay>az， 若 a 二 0. 
4) x 之 0 当 且 仪 当 一 x<0. 
这 样 扣 对 于 “之 ”定义 了 一 种 次 序 , 称 为 bx 关于 基 6 ,6,,… ,e, 
的 字典 序 . 
引 理 3.4.1 设 力 ,%2,…,p 是 后 中 户 个 正 向 量 而 且 当 i 关 ; 
时 ,(y,7;) 志 0. 则 ,7，,… ,7 是 线性 无 关 的 . 
证 当 p=1 时 ,7 之 0, 故 为 是 线性 无 关 的 . 现 设 71,72,""", 
7。-1 线 性 无 关 . 车 71y 7 ,0p 线性 相关 , 则 有 a 22° 4p 1€E BR, 
使 得 : 1 


令 
y= Dam, z= Tar 
a>0 aj<0 
由 之 0,; 知 y 关 0, 且 7, 二 y 十 z. 显然 ， 
(ys) 一 (yy) 十 (yz) 
= (yy) 十 > >aiaj(7 1 
o>04a<0 
之 (》，y) 之 0. 
但 是 (7p) = Pan,m,) SO0, 
a;>0 


这 就 导出 矛盾 . 故 站 ,7,… ,7 线性 无 关 .， 1 

在 如 中 取 定 一 个 字典 序 之 后 , 取 a€ A. 若 a 为 正 向 量 , 则 称 a 
为 正 根 ;a 为 负 向 量 , 则 称 a 为 负 根 . 所 有 正 根 的 集合 A+ = {aE A| 
a 之 0} 称 为 正 根 系 , 所 有 负 根 的 集合 A_ = {a€ Ale<0) 称 为 负 根 
系 . 显然 


4+ 站 -= 好， 4+ U4-=4， 
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4_ 一 一 4 人 1 一 (一 aleaEA4+). 

定义 3. 4.2 如 果 正 根 a 不 能 表示 为 两 个 正 根 之 和 , 则 称 a 
为 素 根 . 所 有 素 根 的 集合 了 称 为 素 根系 . 

定理 3.4.2 设 4 是 复 半 单 李 代 数 4 对 其 Cartan 子 代数 6 的 
根系 .五 是 对 ba 一 字典 序 的 素 根 系 , 则 有 以 下 结论 : 

1) 若 a,BEH, 则 a 一 BEL; 

2) 着 a,BEIH, 有 日 a 关 B, 则 

3<2(%8) 0, 


(aya) 
3) 若 PE4+, 则 
9 一 kee kAEZ+; 
4) 卫 一 {ayoz，…oao) 为 了 的 基 , 故 也 是 8 的 基 ; 
5) 若 p€ A 一 耳 , 则 存在 wE 工 ,使 得 
2 一 CEA4+. 
证 1) 设 a,BE,7==a 一 BE A, 不 妨 设 YEAj. 于 是 a=7 十 
p8, 即 a 为 二 正 根 之 和 ,这 与 x€ 卫 矛盾 . 故 a 一 BEA. 
2) 设 过 8 的 a- 链 为 {8 十 ka| 一 pk<q). 由 结论 1) 知 p=0， 
因而 由 定理 3. 2. 3 知 
2 有 oo. 


(a,a) 

再 由 定理 3. 3.2 知 | 一 g|==0,1,2,3. 故 结论 2) 成 立 . 

3) 不 妨 设 PE 4+ 一 五 , 故 有 

pnp REA+,i=1,2, 
显然 9>8. 若 gEA1 一 卫 , 则 可 将 8 继续 分 解 . 由 于 A+ 为 有 限 集 ， 
因此 这 种 分 解 只 能 进行 有 限 步 . 于 是 有 .EZ ,a€ 荆 使 得 
p= Zee 

4) 设 wwE 了 ww 天 wji. 由 结论 2) 知 (ai,aj) 志 0. 又 a 是 正 向 

量 , 故 由 引 理 3. 4. 1 知 瑟 = (aya ,ay} 是 线性 无 关 的 . 由 结论 3) 
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知 ,4 中 任何 向 量 都 是 也 中 向 量 的 线性 组 合 , 故 区 为 加 的 基 , 也 
为 的 基 . | 

5) 设 gE A1 一 工 . 如 果 

(9,a)0, Ya:€EH, ~ 
则 由 引 理 3. 4. 1 知 QQ ，"… 0as9 是 线性 无 关 的 ,这 与 结论 4) 耶 
盾 . 因而 有 wxE 世 ,使 得 
(9,ai) >0. 
设 过 9 的 a- 链 为 {g++kai|--p 志 <q), 则 
2(9,0) 
(a: ,0) 

故 zp 之 0, 因 而 pp—aEA. 若 ?一 w<0, 则 a 一 9 十 (4 一 9) ,这 与 ar 是 
素 根 相 矛盾 . 故 * 一 “E4+ | 

由 这 个 定理 很 自然 引入 下 面 的 概念 . 

定义 3.4. 3 设 复 半 单 李 代 数 9 对 其 Cartan 子 代数 的 根系 
为 A.A+, 卫 = {a ,as,… sa) 分 别 为 某 种 次 序 下 的 正 根系 , 素 根系 . 
wa 一 了 aa E 4 . 称 hta 一 了 /及 为 a 的 高 度 . 

显然 ,a€ 五 当 且 仅 当 hta=1. 

复 半 单 李 代数 何 时 为 单 李 代数 可 由 它 的 素 根系 来 判断 ,为 此 . 
引进 下 面 的 概念 , 

定义 3.4.4 若 素 根系 工 不 能 分 解 为 两 个 非 空 的 相互 正 交 的 
子 集 之 和 , 则 称 区 为 不 可 约 奈 根系 ,否则 称 了 是 可 约 的 . 

定理 3.4.3 设 和 A4 为 半 单 李 代数 对 其 Cartan 子 代 数 乡 的 根 
系 , 耳 是 某 种 次 序 下 的 素 根系 , 则 9 为 单 李 代 数 当 且 仅 当 区 是 不 
可 约 的 . 

证 若 卫 是 不 可 约 的 , 则 由 定理 3. 3. 3 的 推论 知 9 是 单 李 代 


一 户 一 4 全 0， 


数 . 
设 荆 是 可 约 的 , 即 有 =HUIH;, (1,1;)=0,1G2. 令 
A=ANL(U) = {Sha€ Alk = 0,0 EL), 
a€1 
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显然 , (4 如) 一 0;4 二 到 径 作 . 若 能 证 明 
A= Ai\ As, 
则 由 定理 3. 3. 3 知 9 不 是 单 李 代 数 . 

设 aEA14, 若 hta==1, 则 a€ AiU A. 假设 hta=n 时 ,有 aE€Ah 
UA. 而 BEAL ,htB=n 十 1. 由 定理 3.4.2 的 结论 5) 知 有 wE 了 使 
得 8 一 wE4+ .显然 ht(8 一 w) 二 =n. 故 不 妨 设 8 一 wEA. 于 是 有 
一 w% 一 > ha 之 0, 2) 如 一 2 由 定理 3. 4. 2 的 结论 3) 知 wE 也: 

“E 了 
时 , (8 一 2) 一 @ 二 27pa 一 EE4 且 (8 一 oo) 一 0. 因 而 过 8 一 


的 wxw- 链 为 (8 一 ww) , 即 (8 一 @) 十 a 二 BEA, 这 与 PEA4 矛盾 . 故 好 所 
及, 即 wE 夏 ,因此 BE 由 此 可 知 AC4 Us 注意 一 和 = 4 
一 人 =4_, 故 4=A4U4 上 
推论 ” 设 素 根系 也 有 非 空 的 相互 正 交 的 不 可 约 子 集 分 解 区 
=DUHNU-… Um, (a,0))=0,1j. 又 设 0: 为 {9.,9_.|a€E I) 
生成 的 子 代数 , 则 9; 是 9 的 单 理想 ,日 9 有 理想 直 和 分 解 : 
49=41P9:P…PDg. 
证 ”由 定理 3.4. 3 的 证 明 易 知 
4=A4UA4U…UA， 
A=ANL(), i=1,2,",k. 
由 定理 3. 3. 3 知 ， 
9 一 0 由 6 四 … 中 0 
其 中 9; 是 由 {9.,9-_c|a€ 4) 生成 的 李 代数 . 
由 定理 3. 4.2 的 结论 3) 和 5) 知 gE A, 有 有 aE 使 得 g 一 a( 或 
9 十 o 仍 为 根 , 且 a€ I;. 于 是 8; 也 是 {9c,8-ola€ ;) 生 成 的 子 代 
数 . 再 由 定理 3. 3. 3 知 推论 成 立 ， 1 
下 面 的 定理 是 关于 复 单 李 代数 的 高 度 最 大 的 正 根 , 即 所 谓 最 
高 根 ( 首 根 ) 的 性 质 . 
定理 3.4.4 设 二 是 复 单 李 代 数 9 的 素 根系 ,A+ 为 正 根 系 ,a 
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E A+, 则 a 关于 下 列 条 件 等 价 : 
1) hta=max (hth |BE A }; 
2) ata EA, Va€EH={a ,0 , 0); 
3) a+BEA, VBEA:; 


4) 若 a 一 > aiyp E4,6 一 2 , 则 
hi—l20， i=1,2,",n; 
5) o>p, VBE A. 
证 1) 2) 若 a 二 wa€4, 则 ht(a 十 a) 二 hta 十 1. 这 与 条 件 
1) 了 矛盾 . 
2) 一 ~ 3) ht8=1, 即 为 条 件 2). 设 ht8= 时, 条件 3) 成立， 
即 ec 十 6E4. 若 htp=A 十 1, 则 由 定理 3. 4. 2 知 有 wE 卫 ,使 得 8 一 as 
一 PE4+. 于 是 htp 一 上 ,因而 十 Da 十 w 世 4. 于 是 
[gp 一 [9 [ge ,9 1 
=[ Lg.,96, ,8%]+ [gs,, L996]]= {0}, 
故 a 十 BEA, 由 此 知 条 件 3) 成 立 . 
3) 一 一 2) 这 是 显然 的 . 


2) 一 4) 由 条 件 a = 二 》 ka ,首先 证 明和 汪 0 G=1,2,…， 
i=1 
1). 若 不 然 , 令 = {a EDIk>0} ,1 一 {a€EIHIk,=0} ;于 是 有 
I= HU I1;,, NH;= $8. 
设 a;E HI,, 则 
(a,07) = Dkilag) = Dhilo,a)) < 0. 

1 一 1 “EH 

另 一 方面 由 wx 十 wEA, 于 是 由 定理 3.2.3 知 
(ayoj) 之 0， 

因而 

(ay ai) 一 > 有 (ayoi) 一 0， 


“EH 
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即 有 
(aiyai) 一 0， CA CA 
由 于 9 是 单 李 代数 ,了 是 不 可 约 的 , 故 [= 儿 . 

其 次 ,我 们 证 明 满足 条 件 2) 的 正 根 是 唯一 的 .如 果 设 w = 
Zu E 4+ 也 满足 条 件 2), 故 有 ' 汪 0G=1,2,…,n). 由 a 关 0,a/ 
天 0, 故 有 Qi 使 得 

(a,ai)>0. . 
由 于 a 十 EA, 故 (a,aj) 之 0Cj 二 1,2,…,n). 因 而 
(ayw ) 一 Dp ara) 之 ki' (a, a:) 之 0. 
由 此 可 知 ,车 a 一 关 0, 则 由 a 十 a 七 4, 因而 士 (a 一 we) e 4 
不 妨 设 h8 二 a 一 2 € Ai, 于 是 a 二 a 十 PB. 但 a 满足 条 件 2), 因 而 
满足 条 件 3), 即 a 二 a 十 BE4, 这 与 cE4 了 矛盾 , 故 w 一 w. 

最 后 证 明 由 条 件 2) 推出 条 件 4). 不 妨 假设 8 二 Yl E At+， 
即 2 之 0, 且 6 和 ce. 于 是 有 wm， 扣 厂 ,使 得 8 十 om € A+. 阁 十 a 
和, 则 有 a E 卫 , 使 得 8 十 w 十 w E A;,… 如 此 继续 下 去 ,注意 
到 |4+ | 过 co , 故 可 得 4+ 中 序列 

B,B 十 ap 十 Qi 十 Qi 十 … 十 0 一 0， 
故 有 
& 一 有 一 ou 二 二 十. 
从 而 R， 一 Li 之 0 一 1,2,…,n), 即 条 件 4) 成 立 ， 


4) = 一) 车 p 一 Wa E 41. 由 条 件 人 知人 过 hGi 一 1,2， 
… ,7). 于 是 ht8 < hta, 即 条 件 1) 成 立 . 
4) 一 5) 这 是 显然 的 . 
5) —=— 2) 由 于 a 十 a; 放 a, 故 a 十 a; EE A, 即 条 件 2) 成 立 . | 
推论 。” 复 单 李 代数 g 的 最 高 根 a 是 唯一 的 , 目 车 PE A ， 
102 


BP 关 4, 则 有 A+ 中 的 序列 

事实 上 ,我 们 在 证 明定 理 3. 4. 4 时 已 经 证 明了 上 述 结论 . 

与 素 根系 羡 密 切 相关 的 是 Cartan 矩阵 . 将 Cartan 息 阵 的 概念 
推广 为 所 谓 的 广义 Cartan 矩阵 在 Kac-Moody 代数 (一 类 无 限 维 李 
代数 ) 中 是 极 基 本 而 又 重要 的 概念 . 

定义 3.4.5 设 开 = {a,as,…,0n) 为 半 单 李 代 数 9 的 素 根 
系 .矩阵 


,QC— Qi — Qi 一 ee 一 Qi -一 0. 


2(a1,01) 2(Coal az) 。 2(a au) 


《ayai) 《aayasz ) (an yan) 
2(az,a) 2(0azyaz) , 2(a, ,an) 
A= | (ayal) (az ,2) (Q, ,0 ) 
2Ca0) 2la02) 2(ans0n) 
(a ,a1) 《az ,02) (an yan ) 
称 为 的 Cartan 矩阵 . 
关于 Cartan 矩阵 的 一 些 基本 性 质 可 参看 本 节 的 习题 4 
习 题 


1. 设 we 是” 维 Euclid 空间 Er 中 个 非 零 向 量 , 且 
(wai) 二 01 关外 试 间 ; a ,Qs,… ,a 是否 线 性 无 关 ? 

2. 设 瓦 = {ayg2,*"…* a) (之 2) 为 不 可 约 素 根系 ,a 为 最 高 
根 . 试 证 (一 wa) 之 0 0 过 i 过 ,上 且 有 mE 了 使 得 (一 a,a) 
~ 0. 

3， 设 单 李 代数 9 的 素 根系 也 = {a1,as,…,a} ,2 为 最 高 根 ， 
e_ ses 分 别 为 8_.,8。 中 非 零 向 量 . 试 证 8 由 e_。es ,…5e。 生成 ， 

4. 设 乍 阵 4 是 复 半 单 李 代数 5 的 Cartan 和 矩阵 , 试 证 4 有 下 面 
性 质 : 

1) entis4 一 2，1 系 :所 17. 
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2)i 关 7 时 ,ent;;A EZ2. 

3) ent;jA 二 0 当 且 仅 当 entr4 = 0. 

4) 有 对 角 和 矩阵 D= diag(di,ds,*"* ,di,),d; 0 1 nn)， 
使 得 AD 为 正定 对 称 和 矩阵 . 

5) 4 的 所 有 有 顺序 主子 式 41 ?> 0,1<h<n 

6) 9 为 单 李 代数 的 充分 必要 条 件 是 不 存在 置换 矩阵 P 使 得 
P4P' 为 准 对 角 和 矩阵 ， 


注 ”如 果 一 个 阶 方 阵 4 满足 性 质 1) 一 3), 则 称 A 为 广义 
Cartan 和 矩阵 . 


$5 Dynkin 图 


本 节 总 假定 了 二 《a ,Qs,…,a} 为 复 半 单 李 代数 9 的 素 根 系 . 
于 是 卫 可 以 分 解 为 两 两 正 交 的 子 集 的 和 ,而 其 中 每 个 子 集 不 能 再 
分 解 : 

T=HHUHU.… UH; (了 下 ) 一 02 天 小 (1) 
自然 ,了 的 这 种 分 划一 定 导 出 卫 中 的 一 个 等 价 关 系 ,每 个 I; 为 一 
个 等 价 类 . 这 个 等 价 关系 可 以 用 下 述 方法 来 建立 . 
设 wp € .如 果 存在 了 五 中 序列 
a = a ,0 一 0 
使 得 (ww ) 天 0 G 一 1,2,… sm 一 1), 则 称 a 与 8 有 关系 ~, 记 
为 a~ 8. 

显然 ,关系 ~ 有 下 面 的 性 质 : 

1Da~a;s 

2) 若 ws 一 8, 则 8 一 es 

3) 着 a ~ B,B~7, 则 a 一 7， 

即 ~ 是 等 价 关 系 . 同一 个 等 价 类 不 能 分 解 为 两 个 相互 正 交 的 子 集 
之 和 ;不 同等 价 类 是 相互 正 交 的 , 即 这 个 等 价 关 系 所 对 应 的 分 划 ， 
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恰 为 五 的 分 划 (1). 

定义 3.$.1 设 卫 = (aaw，…ow) 是 复 半 单 李 代数 9 的 一 个 
素 根系 ,以 ! 个 点 分 别 表示 maz，…w%, 将 第 ; 点 与 第 7 点 用 

2(osai) 2(cyai) 
(aiyai ) (aj,Q;) 

条 线段 连接 起 来 . 若 (a;,a) 过 (ooj)，, 则 画 一 个 从 第 7 点 指向 第 ; 
点 的 箭头 . 如 此 得 到 的 图 形 称 为 也 (或 9) 的 Dynkin 图 . 

显然 , 若 立 有 分 解 (1), 则 二 的 Dynkin 图 分 解 为 上 个 互 不 相连 
的 连通 分 支 ， 

如 果 知 道 了 9 的 Cartan 矩阵 ,自然 可 以 知道 对 应 的 Dynkin 
图 .反之 ,知道 了 Dynkin 图 ,也 容易 写 出 Cartan 矩阵. 下 面 我 们 将 
讨论 不 可 约 素 根系 的 Dynkin 图 . 为 此 我 们 将 素 根 系 的 性 质 抽 象 为 
有 序 Euclid 空间 向 量 组 的 性 质 , 暂 时 不 考虑 它 与 李 代 数 的 联系 . 

定义 3.5.2 设 E 是 / 维 有 序 ( 字 典 序 )Euclid 空间 ,了 = {a， 
con) 是 巨 的 一 个 正 向 量 组 ,上 且 当 i 关 j 时 ,2(ai,@)/(aiya:) € 
Z-. 我 们 称 卫 二 {qi,@z，… ,a,) 为 玉 的 一 个 TT- 系 . 

以 下 四 个 结论 是 显然 的 . 

1) 耳 是 线性 无 关 组 , 故 三 4 习 卫 也 是 EE 的 子 空间 L(I) 的 x- 
系 ;n = 二 1 时 ,了 为 E 的 基 . 

2) 并 的 任何 子 集 卫 也 是 <- 系 . 

3) 着 a,B8 € 了 ,a 关 B, 则 


2(a,8) .2(a,8) 
0 三 (a,a) (8,B) < 3 


4) 半 单 李 代 数 9 的 素 根系 卫 是 bx 的 xx- 系 . 
定义 3.5.3 若 x- 系 并 不 能 分 解 为 两 个 相互 正 交 的 非 空子 集 
之 和 , 称 五 是 不 可 约 普 - 系 . 
显然 ,不 可 约 素 根系 是 不 可 约 x- 系 . 
用 定义 3. 5. 1 中 构造 素 根系 的 Dynkin 图 的 同样 的 方法 ,对 于 
每 个 x- 系 卫 , 我 们 也 可 以 构造 一 个 图 ,也 称 为 耳 的 Dynkin 图 . 
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显然 ,x- 系 工 是 不 可 约 的 当 且 仅 当 它 的 Dynkin 图 是 连通 的 . 

车厂 为 芽 的 子 集 , 则 了 的 Dynkin 图 是 将 区 的 Dynkin 图 中 
表示 隐 中 元 素 的 各 点 及 其 相互 连接 的 线段 保留 ,而 将 其 余 点 及 线 
都 去 掉 得 到 的 图 . 我 们 也 称 I 的 Dynkin 图 为 工 的 Dynkin 图 的 子 
图 . 

引 理 3.5.1 r- 系 世 = (91,a2，,… ,0) 的 Dynkin 图 中 互相 连 
接 的 点 对 的 数目 委 ” 一 1. 

证 因为 m ,az，…，ax 线性 无 关 , 故 


、 CQ 一 > (aa)-VY2aw 天 0. 
1 一 1 
于 是 有 


《aya) 一 ?十 >» (aya) (ga)) (0;,a;) 
i 
一 2(aiyai) 
二 nn 十 乞 (a; Ja) a a 0 
但 是 ,注意 到 


2Cas0)/[L asa) (aa) =0,—1,—M2,—M3. 

因而 至 多 7 一 1 对 a,aj 满 足 (ai,a)) 关 0, 即 至 多 n 一 1 对 点 相互 连 
接 . 1 

引 理 3.5.2 x- 系 的 Dynkin 图 中 无 环 路 . 

证 设 al,@2,… ,a 构成 一 个 环 上 路, 则 由 (a1,as,… ,a,) 构成 的 
T+- 系 有 对 点 连接 ,这 与 引 理 3. 5. 1 矛盾 . 

引 理 3.5.3 对 x- 系 卫 中 任 一 元 素 a, 与 之 相连 的 线段 数 至 
多 是 3. 

证 ” 设 wasw,…, 只 与 < 相连 ,由 引 理 3.5. 2 知 myaz， ax 两 
两 正 交 . 在 线性 子 空间 (ao yat) 中 取 正 交 基 Qos01 Qt 于 
是 有 
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由 QQ1， ,a 线性 无 关 , 知 (a， ao) 天 0. 故 
(Ca, = (aya;)2 


(as 0) 
在 上 式 两 边 乘 以 4/(aya), 有 
4(Ca,ao)? + 和 _ 4(a,a)” 0) 
《 


(aoyao) (aya) Qi, Qi) (a, 0) 


4 二 
由 (a,ao) 天 0, 知 


了 < 一 4. 


Q; 0) (a,0a) 
而 4(as,Q)?/[(ai,ai) (a,a)] 恰 为 a 与 a 相连 的 线段 数 ,由 此 知 引 理 
3.5.3 成 立 ，1 
如 果 x- 系 卫 的 Dynkin 图 中 的 两 点 用 条 线段 相连 ,我 们 就 说 
这 两 点 用 大 重 线 相 连 ,并 说 此 图 中 含有 重 线 . 
推论 。 Dynkin 图 中 不 含 4 及 以 上 的 上 重 线 .含有 3 重 线 的 连 
通 的 Dynkin 图 只 能 是 


G2:: (=====>0 


引 理 3.5.4 不 可 约 x- 系 卫 中 子 集 a1,Q2,… ,a 满足 


4， 2 一 7， 
4Cayai)2 . 


(ai,Q;) (Qj;,Q)) 0， | 了 | 二 1， 
1， 下 一 放 二 1， 


或 等 价 地 , (a az，…a) 对 应 的 Dynkin 图 为 


心 


a 一 al 十 a 十 … 十 om， 
= (HU (ay) 一 {a1 Qs ,04), 
则 五 也 是 不 可 约 Tt- 系 . 若 BEH— {aiyaz ak》 与 某 个 a(l 二 
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i 亿 ) 是 不 重 线 相连 , 则 在 正中 与 “也 是 和 重 线 相连 . 

证 ”我 们 分 两 步 证 明 这 个 引 理 . 

1) H' 是 一 个 x- 系 , 且 若 8 € 一 (ay;Qs,… ,04) 与 某 个 w 是 
& 重 线 相连 , 则 8 与 也 是 不 重 线 相连 . 

若 Bi,pB, € H',Bi 关 Bz, 那么 当 PBl 关 a,PBs 关 a 时 ,自然 有 

2CB1, Ba)/ (Bi,Bi) € 2- (i = 1,2). 
设 h==a,pB, = 二 B, 于 是 B88 EH (me,Q). 若 (B,0%) 二 0 0 
委 ; 委 旬 , 则 (6,c) = 0. 若 有 % 使 (8,a) 天 0, 则 由 引 理 3. 5. 2 知 
对 于 j 壮 i, 有 (8,a)) 一 0, 于 是 
(B,a) = (B,a) < 0. 
又 由 


4(ajiyaitl) 
(oa)(Cawryat) 一 1， 7 一 1 2， ,天 1， 


(ayaa) = 《az yaz) 一 … 一 (aey at)， 


2(@j,Q+1) 一 一 1 
(Caja)) : 


于 是 
二 k—1 
(a,a) 一 - > ， (a;,a;) 十 2 >， 《aiyai+1) 
j=1 i=1 
一 《ak yat )》 一 《oa , Qi). 
因而 


2(p30) _ 2CB,a.) 2(8,a) 2(8,a;) 
(BB) ™ CBB) Eh; oo 一 am) © 2 


故 为 x- 系 , 且 a 与 8 在 芽 连 接线 的 重 数 恰 为 < 与 8 在 了 V 中 连 
接线 的 重 数 . 
2) 了 I 是 不 可 约 的 . 
若 下 有 分 解 I 二 HI' U Hs',(H1',H',) = 0, 不 妨 设 a € 
J. 令 并 I 一 GI 一 {a}) U {ars02 "Qa.} ,IT 一 了 ,于 是 有 
HI=HU HH,, (CH,1,) 二 0, 
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这 与 立 不 可 约 矛 盾 . 故 I 是 不 可 约 的 . 下 

如 果 x- 系 耳 中 点 a 与 三 个 点 B ,Bs ,Ps 相连, 则 称 a 为 一 个 三 
岔 点 .从 引 理 3. 5. 2 与 引 理 3.5.3 知 ,此 时 P,Pi,p, 互 不 相连 ,是 
与 B; 都 是 单线 相连 . 

引 理 3. 5.5 设 开 是 不 含 3 重 线 的 不 可 约 x- 系 , 则 其 Dynkin 
图 只 有 下 面 三 种 可 能 : 

1) 不 含 2 重 线 与 三 岔 点 , 即 


Go- 一 一 0 一 …， 
Ql az Qi-1 4 


2) 含有 一 个 2 重 线 , 不 含 三 贫 点 , 即 


和 ene 一 一 一 一 一 一 
Ql az ap-1 ap Bb Bi B: Bb 
3) 不 含 2 重 线 , 含 有 一 个 三 岔 点 , 即 


7; 
> 
证 ” 老 世 的 Dynkin 图 中 含有 两 个 2 重 线 , 则 也 有 子 集 卫 ,其 
Dynkin 图 为 
Bp a az2 Qi 1 a 7 


由 引 理 3,5, 4, 有 不 可 约 XT- 系 了 = {B,a,7} ,其 中 
4 一 4 十 oa 十 … 十 at， 
其 Dynkin 图 为 


109 


人 一 一 一 一 一 


8 a 7 
此 图 中 与 a 相连 的 线段 数 为 4, 这 与 引 理 3. 5.3 矛盾 . 故 工 的 
Dynkin 图 中 至 多 含有 一 个 2 重 线 . 
设立 的 Dynkin 图 中 有 一 个 2 重 线 ,并 有 一 个 三 岔 点 , 则 区 有 
子 集 耳 ,, 其 Dynkin 图 为 


由 引 理 3. 5.4 知 ,有 不 可 约 x- 系 .了 Is' 一 {B,a,7,6), 其 Dynkin 图 为 


7 


6 


图 中 与 < 相连 的 线段 数 为 4, 亦 与 引 理 3. 5. 3 矛盾 . 故 区 中 含有 2 重 
线 则 不 含 三 岔 点 . 故 含有 2 重 线 的 不 可 约 x- 系 的 Dynkin 图 只 能 是 


CO-- 一 一 0 一 … OO 一 一 0 一 … 一 一 一 


设 世 的 Dynkin 图 不 含 2 重 线 . 若 其 中 有 两 个 三 岔 点 , 则 开 有 
子 集 也, 其 Dynkin 图 为 


Ql Q2 ~ Ce 一 1 Qe 
pb ph 
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由 引 理 3. 5. 4 知 , 有 不 可 约 Xt- 系 了 = {B81,PBi,Bs,Bs,4) ,其 中 0 = 
oa 十 oa 十 … 十 ,五 "的 Dynkin 图 为 


A pb: 


Bb: hb, 


其 中 与 a 相连 的 线段 数 为 4, 这 与 引 理 3. 5. 3 相 了 矛盾 . 故 含 有 三 贫 
点 的 不 可 约 x- 系 的 Dynkin 图 只 能 是 


oo- 一 
若 不 可 约 x- 系 卫 中 既 无 2 重 线 又 无 三 分 点 ,其 Dynkin 图 自然 
是 
推论 “不 可 约 x- 系 区 中 至 多 有 两 种 不 同 长 度 的 向 量 ， 1 


定理 3. 5.6 不 可 约 x- 系 的 Dynkin 图 只 有 以 下 几 种 可 能 ， 


4 一 … 一 CO 
Bi: O00—— O00 1! 宇 2 


Cl: O30—— oo0——o Ii 宇 2 
D: -一 一 一 一 /之 4 
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后， 一 一 一 0 一 一 0 
| G,: Omemmpo 
证 车 卫 中 含有 3 重 线 ,由 引 理 3. 5. 3 的 推论 知 ,此 时 五 的 


Dynkin 图 为 G，,. 
车 工 中 有 二 重 线 ,由 引 理 3.5.5 知 , 卫 的 图 为 下 面 形式 : 


a az Qnr -1 0 pb, Ba, 和 pb Bi 
即 有 
(a ,0 ) 一 (az yaz) 一 = (apyap) 二 一 2(oatyak+l)， 1&k< p—!l; 
(Pi,PB1) = (Ba,B,) = = (B,,B,) =— 2(Bi,Bir), 1<k <g—1; 
(a 0) = 2(B1,B); | 
2(a,,p,) 二 一 (ap ,0p); (QB1) 二 0， 什 , 人 ) 关 (p,9). 
令 
p g 
a 一 Dba, B= DB, 
b=1 {=1 
于 是 有 
p 疡 一 1 
(aya) 一 Dk Ca ,ab) 十 2 Dj (十 1) (Cas ast) 
k=1 k=1 
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p p—l 
=( > 外 一 ACID)) Gasa) 
k=l1 


=1 


= 廊 p (p+ a); 
08, 有 一 9 十 1)(p Bi 一 二 (9 十 DCayaa)i 


(a,P)= pas,gP,) = pq(as,b,) = 一 六 bao ,om). 


由 于 “与 8 线性 无 关 , 故 有 
(a, BY): ~ (a,a) (8,B). 


由 此 得 
jp'g < 二 加 (十 1)(g 十 1)， 
即 
pq—p—g—1<0, 
或 


(pC— 1)(g— 1)<=2. 

因而 p,qg 只 有 下 面 三 种 可 能 : 

2 二 1,9 为 任意 自然 数 ,此 时 图 形 为 Co 

a 任意 ,9 一 1 ,此 时 图 形 为 B,; 

p = 二 9 二 2, 此 时 图 形 为 已 

现 设 耳 的 Dynkin 图 中 有 三 岔 点 .于 是 二 的 Dynkin 图 如 引 理 
3.5.5 的 情形 3)， 不 妨 设 记 之 4 之 r( 之 1). 令 

Pi, B= Dip, 7= Di 

于 是 ,不 难得 到 


(wa) = plp + 1)(6,6); (8,8) = zaq + 1) (86,0); 
(7,7) = DrCr+ 1) (6,6); (a,6) =— p66); 


(8,6) =— a(0,0); (7,6) 一 一 766010); 
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(a,8) = (8,7) = (a,7) = 0. 
由 于 a,B,7,6 线性 无 关 , 于 是 
cos?i 6,a) 十 cos2(0,8) + cos:(6,7) 一 1， 


而 
2 (a,6)? a 1 ] 
i (1 z+ ij， 
2 一 工 ] | 
cos’ (和 ,0) 一 + i 
1 1 
en- 
因而 
1 _1_. _-_l 
1 + 二 il+l 2 <2 
即 
2 十 ->1 
7 2 十 1 | “ 
1 ] 1 1 
> -一 -二 一 上 lL 
3 
二 > 1 
故 > 十 1=2, 即 7r=1. 
进而 
1 1 、1] 
p+itg+1i> 2 
于 是 
一 之 工 
2 十 1 
因而 9 < 3， 
从 而 ,此 时 只 有 以 下 可 能 ， 
~ 一 1,9 二 1,p 为 任意 自然 数 ,此 时 图 形 为 DD. 
"一 19 一 2, 此 时 二 之 沁 , 故 2 委 如 委 5, 即 户 一 2,3，4， 
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此 时 对 应 的 图 形 分 别 为 E,,E;, Es. 

最 后 , 若 卫 既 无 2 重 线 又 无 三 岔 点 ,其 图 形 自然 是 4， 上 

下 节 我 们 证 明 典型 李 代数 8G 十 1,C),so(20 十 1;C)，sp(C) 
与 so(2L,C) 为 单 李 代数 ,其 Dynkin 图 分 别 为 41,Bi,Ci 与 DD. 

下 章 我 们 将 证 明确 有 单 李 代数 其 Dynkin 图 分 别 为 Es,E;， 
Es,F 与 C:. 在 最 后 一 章 ,我 们 将 给 出 这 些 单 李 代数 的 实现 . 


习 题 
1. 若 单 李 代 数 9 的 素 根系 全 二 {fwyaz) 的 Dynkin 图 为 


Q2 


G,: 9 
试 证 6 的 根系 为 
4 一 { 士 ay， 士 wy， 十 《ai 十 az)， 士 〈2ai 十 az) ， 
士 (3a 十 w)， 土 (3a 十 2az)}， 
2. 写 出 不 可 约 的 zx- 系 和,Bi,Ci,Di,Es,Ei,EsyF, 与 Gi 的 
Cartan 矩阵 ,并 计算 其 行列 式 ， 


$6 典型 李 代数 的 素 根系 


第 一 章 $ 4 我 们 给 出 了 典型 李 代 数 4 十 1,C),so(2l 十 1,C)， 
sp(,C) 与 so(20,C) 的 定义 . 在 第 二 章 $ 8 我 们 算出 了 它们 的 
Killing 型 ,并 证 明 它们 为 复 半 单 李 代 数 Cso(2,C) 除外 ) ,同时 还 给 
出 了 它们 的 Cartan 子 代数 及 其 根子 空间 分 解 . 

本 节 沿 用 第 二 章 8 8 的 符号 ,并 将 讨论 典型 李 代 数 的 单 性 ， 
定理 3.6.1 (十 1,C)(0 之 1) 是 单 李 代 数 , 其 Dynkin 图 为 
4 
证 ”由 定理 2. 8, 1 知 s1(! 十 1,C) 是 半 单 的 , 且 有 Cartan 子 
代数 | 
b 一 {diag (Xi1,T2,°" ,TH1) |zi 十 zz 十 … 十 Ti+1 一 0). 
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Tt eB ee ee ep 


而 且 4= 人 一 ME 关 7J1 委 27 委 /十 1) ,其 中 


A(diag(ziyzzwZHI)) = Zi, 


4% 一 CE 
由 定理 3. 2. 2 知 
[E;,E:] 一 (Ej, Ei)ha a,» 
再 由 定理 2. 8. 1 知 
Ei 一 五 六 一 20 十 DD (trEiEi)hy a 
故 
hs TF DE 
再 由 第 三 章 8 2 的 约定 ,将 -与 一 丸和 等 同 起 来 , 故 可 记 为 
— 1 _. 于 一 一 的 
一 
于 是 
br= {diag(alyaz，…ai+i) lwER,ai 十 … 十 ai 一 0) 
an tl 
一 D aks laE€ER, Sa.=0}. 
i=1 iT 
显然 ， 


页 一 和 yj 一 人 一 +l 
是 ba 的 一 组 基 , 关于 这 组 基 的 字典 序 所 确定 的 正 、 负 根系 与 素 根 
系 分 别 为 
4+= {一 |1 全 i<j 人 li+1), 
A= {hij<i<it+1)}, 
HI= {Anll<i<l)}. 
记 & = 和 一 (i= 二 1,2,… ,1) , 则 有 
(a ,0)) = 2(1 + Dtr(a: * @;) 


1 
= 20++1)， KTC — Eityiti) (Es; ~— Ejt1,it1)) 
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1 
二 41 十 1 1 二 J， 


1 
20+D)” li 一 N|=1. 


”因而 
， 0， 1 一 媳 字 1， 
4 (Qi, Qj) = 44， i 一 j， 
(ai, Qi) (Qj Qj;) 
1， li 一 J = |， 
对 应 的 Dynkin 图 


4 一 0 一 … 一 上 一 一 一 
Qi Q, QI! a 


是 连通 的 ,因而 4( 十 1,C) 是 单 李 代数 ， | 

定理 3.6.2 so(2! 十 1,C) (之 1) 是 单 李 代数 ,其 Dynkin 图 
为 B. 

证 ”由 定理 2.8.2 知 so(2! 十 1,C) 是 半 单 的 . 我 们 仍 以 与 
so(21 十 1,C) 同 构 的 g(2 十 1,5,C) 代替 so(2! 十 1,C) (参见 定理 
2. 8.5) ,于 是 g(2! 十 1,5S,C) 有 Cartan 子 代 数 

8 一 {diag(0,ziyzayZ1 一 1， 一 2 一 Xi | zi € C0)). 
对 此 Cartan 子 代 数 的 根系 
4 一 ( 士 愉 士 ( 人 一 力士 (十 MI 委 有 和 县 1 和 1 刀 J 委 由， 
其 中 心 为 下 式 确定 ， 
jdiag(0 zy 一 T1y 一 oo 一 20D)) = ri, 
0 一 CWi, W,;= Ei — Eyriti’ 
9 = CVi, Vi= Er — Ei 
(参见 定理 2. 8. 5). 再 由 定理 2. 8.2 知 
LW', Vi] = (Wi, VN 
= (2 — 1) CtrWV)N 一 2(02 一 1)， 
因而 
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A 一 2 I Et 一 Erritittiti), 
De 一 {diag (0,a1,42,""" 5301， 一 CI 一 CQ 一 Qi) la; € R}. 
在 br 中 定义 次 序 如 下 : 


diag (Oyaisa29 sa; 一 0 一 0 一 0 > 0, 
车 oa，…a: 中 第 一 个 非 零 数 为 正 . 于 是 
A 二 人 一 十 N11 和 KL,1 三 1 之 j 肆 )， 
A = {一 hii<j<), 
HH= Ma ,ho 43 "Al1 一 ,1). 


此 时 ,不 难 算出 . 
、 1 
(dN) = go 1 
一 、 
CE 一 六 ) 一 7 
0， ij|l>1, 
1 . 四 
(1 ,Ail 4) 一 2(2! 一 1)”， li—j| 一 1， 
_ 1 1 一 小 
到 二 1 7 


由 此 可 知 8E(2 十 1,S,C) 即 so(2! 十 1,C) 的 Dynkin 图 为 


Qi Ql 44 
二 本 Ar 1 一 12 一 1; 
ar = AN. 


这 是 连通 图 . 故 yo(2! 十 1,C) 是 单 李 代 数 . 1 
定理 3.6.3 so(21,C) (之 4) 是 单 李 代数 ,其 Dynkin 图 为 
D,. 
证 由 定理 2. 8.2 知 so(21,C) 是 半 单 的 . 仍 以 与 oC(21,C) 同 构 
的 g(2L,S1,C) 代替 so(2L,C) (参见 定理 2. 8,6), 于 是 g(27,5S1,C) 
有 Cartan 子 代数 
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b = {diag(ziyzz…yz 一 2 一 2 一 2Z0|zEC)， 
对 此 Cartan 子 代数 的 根系 
4 一 ( 士 (全 一 由， 士 ( 十 ML1 委 :2<7 委 小 ， 
0 一 C4， 4 一 五 一 Eritis 
0252 一 CB;, B;= Eti— Entis 
-+2 一 CCj, Ci = Ej — Et 
(参见 定理 2. 8. 6). 再 由 定理 2. 8.2 知 
[Ai, Ai)= (A Ai) (NO—N) 
=2(l—1)(trAiAi) (Nh—N) 
=4(/—1) (N41;). 


于 是 
二 40 二 Es Ei+t 正定 PH — Errinti), 
LB;;,Ci] 一 (BC 十 4;) 
一 20 一 1) CtrB,Ci) (CA 十 4)) 
=— 40 — DCN + Nh). 
由 此 有 
入 二 1 二 TE + Ej; — Eiti — Erinti). 
显然 


oa 一 太一 AL 一 1 2 一 1， 
QU 二 1 十 入 
构成 如 的 基 . 对 于 这 组 基 的 字典 序 ， 
A++ 一休 一 而 和 十 人 < 四 
4 一 (一 (一 和 一 (十 4 有 < 性 力 ; 
I= {a,i=1,2,. 0). 
容易 算出 
(Q1 ,01) 一 (azyaz) 一 … 一 (cy0) 一 元 二 
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0， jij>1, 1<ij<ili-l, 
(Qi ,4;) 一 1 1 | 1 1 二 ii 二 1 一 1 
40 一 1 


1 
4(! 一 1) 


因而 so(2/,C) 的 Dynkin 图 为 


Qi 
D,: 7 
Al Q2 1—2 
a 


这 图 是 连通 的 , 故 so(24,C) 4 过 4) 是 单 李 代 数 . | 
定理 3, 6.4 sp,C) 是 单 李 代数 ,其 Dynkin 图 为 C. 
证 ”由 定理 2.8.4 知 spQ,C) 是 半 单 的 , 且 有 Cartan 子 代数 
b= {diag(ziyzay rT -— Tis — Xa, — Xi) zr EC). 
对 此 Cartan 子 代数 的 根系 
4=( 士 (一 人 4, 士 ( 人 十 士 2k1 委 < 和 /< 委 4< 委 1 
其 中 居 由 下 式 定 义 ， 
(diag(Cziyza 和 zy 一 2 一 To 一 TD)) =, li 


而 且 


(ar yu) = Ca， 1 过 i <l 一 上 


Qi = CAs, Ay = Ey— Eas 

Gt = CBs, Bi = Ei; Eniris 

-+ 二 CC Ci = Ej tt Er 
ba = CBs, 9 = CC;. 
由 定理 2. 8.4 知 
[Bi,Ca] = (Bi,Ca) (2%) 
一 20 十 1)CtrBs * Ci)(2%) 一 16( + DN 

故 


A E, TT Eirini) » 


4C 十 1) 


即 

4 一 不 一 AL 一 1,2 /一 1; 

a 一 2N, 
则 wa ,a 是 bx 的 一 组 基 . 关于 此 基 的 字典 序 有 
4 一 休 一 厂 人 十 和 21 委 <) 和 1 和 和 委 ))， 
4 一 信 一 h 一 不 一 和 一 2411 委 ;<<7 委 /1 委 & 委 1)， 
区 一 (a, ,Qu). 

而 且 

0， |i—Jj| 二 1， 


1 ， 
Co 一 人 100TD lil 及 机 及 


(a 0) = 一 一 (= 一 1 
2( 十 1)” 人 (十 1 
因而 st,C) 的 Dynkin 图 为 


CC CO 一 0 一 一 (一 -一 (< 一 


这 是 连通 图 , 故 sp(,C) 为 单 李 代数 . | 
习 题 


1. 给 出 so(4,C) 与 yo(6,C) 的 Dynkin 图 . 
2. 给 出 sD 十 1,C) ,so(2V 十 1,C)(L 守 2),so(2L,C)( 宇 4) 与 
sp(,C) (之 2) 的 最 高 根 . 
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第 四 章 “ 复 半 单 李 代数 的 存在 


本 章 将 介绍 复 半 单 李 代 数 的 Weyl 群 , 李 代数 的 通用 包 络 代 
数 及 自由 李 代 数 , 从 而 证 明 对 应 每 个 不 可 约 x - 系 (或 Dynkin 图 )， 
确 有 复 单 李 代 数 以 其 为 素 根系 (或 对 应 的 Dynkin 图 ). 

Weyl 群 与 内 自 同 构 有 密切 的 关系 ,这 也 是 证 明 复 半 单 李 代数 
分 类 定理 的 基础 . 

Weyl 群 与 通用 包 络 代数 对 于 表示 理论 也 是 非常 重要 的 . 


31 Weyl 房 


本 节 我 们 介绍 Weyl 房 的 概念 及 其 与 正则 元 素 .根系 之 间 的 
关系 . 

我 们 以 (zx,y) 表示 复 半 单 李 代数 9 的 Killing 型 . 设 日 为 g 的 
Cartan 子 代 数 , 利 用 Killing 型 的 非 退 化 性 ,可 将 6* 与 9 等 同 .又 设 
4 为 8 对 6 的 根系 ,Br 为 A4 张 成 的 实 线性 空间 . 我们 知道 x E 为 
正则 元 的 充分 必要 条 件 是 (a,z) 关 0,V a € 4( 参 看 第 二 章 § 6 的 
习题 5). 

定理 4.1.1 设 复 半 单 李 代 数 8 对 Cartan 子 代数 6 的 根系 为 
4; 则 zo。€ bs 为 正则 元 当 且 仅 当 对 于 Ba 的 某 种 次 序 , 满 足 

(zo0)>0, VaE€A. (1) 
反之 , 设 A+ 是 且 在 某 种 次 序 下 的 正 根系 , 则 在 如 中 存在 正则 
元 zo 满足 (1) 式 . 

证 设 zo 是 如 中 的 正则 元 ,dim = x. 于 是 Bx 中 有 基 zoyzi， 

X29 "°° 9 Tn—1 满足 
(zor)=0, 1<i<n—1. 
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又 设 A, 为 办 对 这 组 基 的 字典 序 的 正 根系 ,xc E A,a 一 Yon, 于 
是 有 


(xo,0) = ao(zoyzo) ， 
即 有 a6o 关 0. 故 a € 4+ 当 且 仅 当 ae > 0, 即 (1) 式 成 立 . 
又 若 对 4 的 某 种 次 序 ,(1) 式 成 立 . 对 于 Y aE 4A+ (0zoya) 二 
0. 故 ( zo, 一 aj<0, 即 
(zoya) 夭 0，VaEA4. 
因此 ze 为 正则 元 . 
反之 , 设 4 人 + 开 = (aa oa) 分 别 为 如 对 于 某 种 次 序 的 正 
根系 , 素 根系 .由 于 cz，…ow 为 Be 的 基 , 故 有 xz E Bx, 使 得 
(zom)=1, 1<i<n. 
对 于 a € A, 有 a= 土 he E Zi+, 且 如 ,ki1，,…,k, 不 全 为 零 . 于 
是 
(zosa) = 十 Pho. 
故 zo 为 正则 元 , 且 满 足 () 式 .， 
推论 ” 设 zo 是 bx 中 的 正则 元 , 则 使 (1) 式 成 立 的 正 根系 ( 素 
根系 ) 是 唯一 的 ， 
事实 上 , 设 x 中 有 两 种 次 序 所 确定 的 正 根系 A ,A 均 满 足 
(1) 式 , 即 
(zx0or0)>0, VaE€ Aa; 
(zo0)>0, Va EEA. 
于 是 有 
A=AMUA =AIUA.. 
设 BE A_, 故 (zo,P) 二 0. 因 而 8E A, 即 BPE A 人 .同样 , 若 P € 
A , 则 B' EA .故人 二 A_, 因 而 A 二 A1. | 
从 这 里 我 们 知道 确定 正 根 系 ( 即 负 根系 ) 完全 可 以 由 bx 中 的 
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一 个 正则 元 来 实现 ,而 不 一 定 要 用 bx 中 的 次 序 来 实现 . 由 一 个 正 
则 元 ze 与 (1) 式 来 确定 4+ 与 卫 比 用 Ba 的 次 序 来 确定 4+ 与 五 更 
为 本 质地 反映 根系 的 性 质 . 

设 zE Ba, 记 Bra 中 与 x+ 正 交 的 一 1 维 子 空间 ( 超 平面 ) 为 b.， 
即 


b= {y € brlCy,7z) = 0}. (2) 
则 大 中 所 有 正则 元 的 集合 为 
ba — (J bh. 
aE NA 


定义 4.1.1 x 中 正则 元 集 94 一 【) 的 连通 分 支 称 为 8 的 


Weyl 房 . 

定理 4.1.2 设 4 是 复 半 单 李 代 数 9 对 其 Cartan 子 代数 了 的 
根系 ,也 = {a ,02，,… ,on} 是 肥 在 某 种 次 序 下 的 素 根系 , 则 Bx 中 的 
子 集 

Qi= (rz € bralla,r) > 0,1 Qi<n) (3) 

是 非 空 的 连通 开 凸 集 , 且 0Q2z 是 9 的 一 个 Weyl 房 . 

反之 ,8 的 任 一 Weyl 房 均 可 以 表示 为 (3) 式 的 形式 . 

证 ”由 定理 4.1.1 知 Qa 关 名 ,Qn 中 元 素 均 为 正则 元 . 再 由 
Or 的 定义 知 Gr 是 各 的 开 集 . 现 设 ,zs E Qun, 于 是 折 中 连接 zi， 
Zz 的 直线 段 为 {izi 十 (1 一 六 zz10 委 上 二 二 .由 

(optzi 十 (1 一切 Za) 一 tazD) 十 (1 一 (wz 之 0 
知 {tzi 十 (1 一 轨 zsl0 委 上 委 1) SOr, 故 9r 为 连通 的 开 凸 集 . 

对 任 一 zE bx 一 蝇 9, 由 定理 4.1.1 知 , 可 在 名 中 确定 一 次 
序 , 设 对 此 次 序 的 素 根系 为 下 = {0 ,中 ,…,o), 则 

. (a ,7)>0, lin, 

即 有 xz € or. 因而 


ba — (6. = (Qa, (4) 
acE 4 1 


这 里 等 式 的 右 端 是 对 所 有 可 能 的 素 根系 { 耳 ) 求 和 . 
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设 zEtrneor, 对 也 , 开 的 正 根系 分 别 为 4+ ,4+. 于 是 由 定 
理 4.1.1 的 推论 知 4+ = 4 ,因而 也 = 了 , 故 Qn = Dr. 由 此 得 Or 
与 fr 或 者 相等 ,或 者 不 相交 . 故 2r 是 经 一 届 . 的 一 个 连通 分 支 ， 


即 g 的 一 个 Weyl 房 , 且 6 的 每 个 Weyl 房 均 可 表示 为 (3) 式 的 形式 . 
| 

推论 s 对 5 的 根系 A 中 所 有 可 能 的 素 根系 的 集合 { 卫 ) 与 6 对 
b 的 Weyl 房 的 集合 {Qn) 之 间 有 一 一 对 应 关系 ， 下 

从 这 个 定理 可 以 知道 Weyl 房 比 br 中 正则 元 更 深刻 地 反映 了 
9 的 性 质 . 

例 4.1.1 我 们 知道 A; = s4(3,C) 的 根系 

4 一 {( 士 (一 各)， 士 (一 人 )， 士 (NU 一心 )) 

(参看 定理 3.6.1). 令 m = 太一 
ho 一 机 一 可; 则 A 一 Xs 二 al 十 
QX2。 由 于 《ai ,oz》 一 120°, 于 是 土 Qi, 
土 % 及 十 (wo 十 az) 在 和 句 王 玉 2 中 
如 图 1 所 示 ,a E A,b 也 在 图 1 中 
画 出 (由 三 条 通过 原点 的 直线 构 
成 ). 从 图 中 不 难看 出 ,A; 有 6 个 
Weyl 房 ,因而 有 6 个 可 能 的 素 根 
系 : 


Qn, I = {a,wm); 图 1 
Rx, ;= {a+ oa. om); 

zr, H;= fa, — (a + as)}; 

Qn, = {a, -oh 

nm, H,= {a, 一 (Ca + a)); 

了 一 (一 aa 十 oz) 


从 这 个 例子 可 以 看 到 ,对 于 (3,C)， Ya E 4, 一 定 存 在 一 个 
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素 根 系 卫 ,使 得 a E 并 . 这 个 性 质 对 任意 复 半 单 李 代数 都 是 正确 
的 . 

定理 4.1.3 设 <E4, 则 必 有 素 根系 五, 使 得 

a€Hl. (5) 

证 ”由 于 BE A,B 关 土 a 时 ,dim(Bb, 们 Be) < 之 dimb. 又 A 一 

{ 士 a} 是 有 限 集 ,于 是 存在 x, € ,使 得 
(rz1,P) Zz¥0, VBEA— (ta). 
又 设 rs E b, 于 是 有 适当 小 的 使 得 
(Ki tr BrP)>0, VPEA {+ta); 
(Zi 十 rzya) = f(T2 4) 天 0. 
因而 zi 十 xz* 是 正则 元 . 设 zx 十 txs 所 属 Weyl 房 对 应 的 素 根系 为 
Hi = {B,B2,** ,Ba} ,Bh z+ tr: € fn, 
Qn — {rz €E bra|l(Bi,z) > 0,1 Rin). 
车 a 关 土 B(1 声 i 二 n), 则 由 
(zl 十 tr2,Bi) > 0， 
(zl 十 itzpB)(Czyp) 二 0 
知 (zi,Bi) 之 0. 故 zi 为 正则 元 .这 与 € 和 矛盾 . 故 w 一 Bi ; 即 a 
E 了 ,或 者 a 二 一 B:, 即 a € 一 了 .一 卫 显 然 为 男 一 次 序 下 的 素 
根系 . 总 之 ,有 素 根 系 卫 使 得 (5) 式 成 立 .。 | 
习 题 

1. 在 平面 上 前 出 不 可 约 x- 系 B, 的 根系 及 Weyl 房 ,并 决定 
Weyl 房 所 对 应 的 素 根系 ， 

2， 在 平面 上 画 出 C: 的 根系 及 Weyl 房 , 并 决定 对 应 的 素 根 
系 . 

3 设 zz 是 加 的 正则 元 , 则 z 与 zz 在 同一 个 Weyl 房 中 的 
充分 必要 条 件 是 它们 由 (1) 式 决定 相同 的 正 根系 . 

4 在 办 的 正则 元 集合 加 一 Us 定义 关系 ~ 如 下 : 
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Zi 一 Ta 车 (za)(zya) > 0， VY aeE A. 
试 证 关系 ~ 是 等 价 关系 ,并 求 出 对 于 此 关系 的 等 价 类 . 


$2 Weyl 和 群 


本 节 将 给 出 Weyl 群 的 定义 并 讨论 它 的 性 质 ,进而 证 明 一 个 复 
半 单 李 代数 为 单 李 代数 的 充分 必要 条 件 是 其 素 根系 不 可 约 , 即 其 
Dynkin 图 是 连通 的 . | 

我 们 仍 假定 9 是 复 半 单 李 代数 9 的 一 个 Cartan 子 代 数 . 利用 8 
的 Killing 型 (x,y) 可 将 与" 等 同 . 以 加 表示 由 根系 4 张 成 的 实 
线性 空间 ,这 是 以 (z,y) 为 内 积 的 Euclid 空间 . 设 $ 为 色 中 一 个 非 
零 元 素 ,以 bs 表示 与 正 交 的 
超 平面 , 即 
bs = {x € br|(x,6) = 0}. 
rs 表示 Da 中 元 素 对 bs 的 反 
射 ( 见 图 2) , 即 


2(0,z) 
(zx,7) (1) 


VxE Da. 
显然 ,rs 是 二 阶 正 交 变 
换 , 即 


rt 二 工 一 


r3 = id, (2) 
(rez ,rsy) = (X,Yy), Vz,y EE Be. (3) 
而 且 
raf 一 Tri VE O(a), (4) 
这 儿 OObr) 表示 Bx 的 正 交 变换 群 . 
定义 4.2.1 设 A 为 复 半 单 李 代 数 g 的 根系 .由 {r.la€ 4)} 生 
成 的 Or) 的 子 群 W, 称 为 9 的 Weyl 群 . 
在 不 引起 混淆 时 ,也 将 W, 简 记 为 W. 
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引 理 4.2.1 设 A 为 复 半 单 李 代 数 9 对 其 Cartan 子 代数 5 的 
根系 ,W 为 8 的 Weyl 群 , 则 下 面 结果 成 立 . 

1) w(A)=A,YwEW; 

2) WW 是 有 限 群 ; 

3) 若 Qr 是 一 个 Weyl 房 ,zeE W, 则 wlf2z) 也 是 一 个 Weyl 
房 , 且 对 应 素 根系 为 w(), 即 

wn) = fp; (5) 

4) 车 卫 == (i,@y，… ,0) 为 一 素 根 系 , 则 W 由 ra re sr 
生成 ， 

证 1) 因为 W 由 rola€ 4) 生 成 ,故我 们 只 要 证 明 r.(4) = 
A. 

设 <,p8E 4, 过 有 的 a- 链 为 {8 十 ha| 一 少 二 4 二 9} ,于 是 由 定 
理 3.2. 3 的 推论 知 


2(B,a) 
ra(B) = aa) « 


又 注意 到 盖 = id, 故 
ra(A) ESE A= ri(A) Cr,.h), 
于 是 xr.(4) = 4, 即 结论 1) 成 立 . 
2) 由 于 人 是 有 限 集 ,而 且 A 包含 有 Ds 的 基 , 故 包 (a) = a(YV 
4 € A) 当 且 仅 当 双 = id. 于 是 W 与 有 限 集 A 上 的 对 称 群 $4 的 一 
个 子 群 同 构 , 故 W 为 有 限 群 . 
3) 由 于 wE€EW, 故 wE€ COr). 因 此 由 结论 1) 知 ZE 有 为 
正则 元 当 且 仅 当 w(x) 为 正则 元 , 故 
wb — 5.) = br — (5. 
又 wE Cu, 故 记 将 正则 元 集 的 连通 分 支 变 为 正则 元 集 的 连通 
分 支 ,也 就 是 将 Weyl 房 变 为 Weyl 房 . 又 若 卫 一 {a ,as，…,a,) 为 
一 素 根系 ,对 应 的 Weyl 房 为 rz, 于 是 
wa) = wz) € 名 (za) > 0, 1 in)} 
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= {mw(zyE rl (wz) ,wla)) > 0, 1 <i<n} 
= fun. 
4) 设 {ro la € 卫 ) 生 成 的 W 的 子 群 为 W', 又 设 a € A. 由 定 
理 4.1.3 知 ,存在 素 根系 I' 使 得 a € 可. 取 x € fy, € Da. 由 
于 W’ 为 有 限 群 , 故 有 zw E W" 使 得 


[wz) ~ 7|= minftlwkr) ~ x)}. 
如 果 wolz') E Bz, 则 有 a,€ 五 使 得 
(rooCz' ,0) < 0. 
又 
ruraofCZ' ) = wo(7x') 一 Ase}, 
由 此 可 得 


{ra wolz') — zrawolz’) — 7) 


4( aiyruo(z!)) (Zai) 
(aiy ai) 


= (wolz) ~— zwo(z) 一 之) 十 
< (w(x) — Two ) — x). 
这 与 wo 的 取 法 矛盾 ， 故 wo (x ) € fn, 因而 有 wo lfm) = Cr, 故 有 
wola) E 了 .于 是 
7 au 一 Tw too(c) 一 Wo rw (Wo € WwW’ > 
故 W' = 二 WW, 即 WW 由 (7al%€ 并 生成， 
从 这 个 引 理 的 结论 3) 与 结论 4) 的 证 明 看 出 ;可 将 WW 看 成 作 
用 在 所 有 Weyi 房 的 集合 {f2x) 上 ,或 作用 在 所 有 可 能 的 素 根系 的 
集合 { 耳 } 上 . 这 种 作用 是 可 递 的 . 为 讨论 进一步 的 性 质 ,我 们 先 介 
绍 下 面 的 定义 . 
定义 4. 2.2 设 开 一 falyaz，…au) 为 素 根系 . 记 六 一 7，] 委 
i 委 n, 车 多 和 W, 且 Ww 关 id , 则 存在 Tvz2 yz 使 得 
对 w 的 所 有 可 能 的 上 述 表 示 有 和 集合 人; ,此 集合 的 最 小 值 i(w) = 
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min{t|w 一 rm ) 称 为 由 的 长 度 . 规定 id 的 长 度 为 零 , 即 1cid) 
一 0， 
显然 , 若 
Ww = Tar Ti Tj Tj tw) = s+ ti, 
则 
人 (mr = s, Lrarira) =t. 
二 ri 而 且 这 时 有 | 
ri(ai) =— Qi, (6) 
ri( Ai1— {a:)) = 44 一 {a;}. (7) 
证 ” 除 (7) 外 ,这 个 引 理 的 结论 是 显然 的 . 因而 我 们 只 要 证 
明 (7) 式 就 可 以 了 . 
设 a € 4+ 一 {a) ,于 是 有 
a = Pho hEZ,, 
且 有 jo 天 i, 使 k; 天 0. 于 是 
2(a,a;) 
7 一 kja; k; 一 一 Ni。 
(0) 之 二 | ee 
由 于 i > 0,rila) € 4, 故 ri(a) € 4 一 (因而 (7) 式 成 立 . 
| 
定理 4.2.3 Weyl 群 在 所 有 Weyl 房 的 集合 上 (或 所 有 可 能 的 
素 根 系 的 集合 上 ) 的 作用 是 单 可 递 的 . 
证 ”由 引 理 4.2.1 知 ,W 在 {f2r) (或 {I}) 上 的 作用 是 可 递 
的 . 若 A+ 为 对 应 于 素 根系 卫 的 正 根系 ,又 设 w € W. 显然 ,w(I) 
一 世 当 且 仅 当 w(A+) = Ai. 因而 为 证 明 此 定理 ,我 们 只 要 证 明 
w(A+) 二 4+ 当 且 仅 当 w = id. 换言之 ,我 们 只 要 证 明 lw) 宇 1 
时 ,w( 刁 ) 天 区. 
设 [Co) = 二 1, 且 
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Ww = Tir. 
车 +t = 1, 则 ri (0 ) =— a € lh. 车 t 二 2, 则 及 关 i. 于 是 
rari,( a) 一 一 ma oj EA.. 一 般 , 有 


zjE 4 
若 不 然 , 设 
ao( 人 一 一 me EE A, 
即 
rr (ojE 4- 
观察 A 中 序列 ， 
Gy re， rr (i) “(ne ， 


其 中 第 一 项 在 A; 中 ,最 后 一 项 在 4- 中 ,因而 有 ;过 :一 1 使 得 


p= (TaJls ,jE A, ri ,0 = (Tn)(e jE€EA. 
因而 由 引 理 4. 2.2 知 
pb, 二 0， ,， ri_,(B,) 一 一 0， ， 
又 由 (4) 式 知 


于 是 


由 此 得 iw) 委 上 一 2, 这 与 Lo) = 二 t 牙 盾 , 故 w(1) 关 了 , 即 W 在 
耳 ) (或 {fn}) 上 的 作用 是 单 可 递 的 ， 1 
由 定理 3. 4. 3 我 们 知道 复 半 单 李 代数 9 不 是 单 李 代数 当 且 仅 
当 其 素 根系 是 可 约 的 ,或 者 说 其 素 根系 所 对 应 的 Dynkin 图 不 是 连 
通 的 . 此 种 性 质 在 8 的 Weyl 群 上 也 有 所 反映 ， 
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定理 4.2.4 ”如 果 复 半 单 李 代数 6 有 理想 直 和 分 解 


9 = 4 由 90， (8) 
则 9 的 Weyl 群 Ws 有 正规 子 群 的 直 积分 解 
Ws, = W,, © W,,. (9) 


证 ” 设 开 为 8 对 Cartan 子 代数 b= 引 十 有 ;的 素 根系 .于 是 
9: 对 了: 有 素 根 系 ;, 满 足 ， 


H= HUH:, (fi,H,)= 0. (10) 

显然 W, 由 {rola € 1H;) 生成 . 又 若 a € {11,8 € ,于 是 

ra(B)= 8 2 一 有 ，rpe(a) 一 w 
因而 

rorp = rara, 

进而 

rt = WO， VIEW E Wo,, 
而 且 


wll) = Hl,, wlH) = I. 
设 w € Wo 站 Wo,. 于 是 
w lH) = w( HU HH)= wh) UV wd)= 1. 
由 定理 4.2.3 知 w=id, 即 Ws 站 Wo = {id}. 又 从 Ws 由 {rela € 
卫 } 生成 知 
Wo=W, OW,,. 1 
推论 ” 设 复 半 单 李 代 数 a 有 理想 直 和 分 解 (8) ,对 应 的 Weyl 
群 的 分 解 为 (9) ,又 设 A,Ai ,4 分 别 为 8,91,9; 的 根系 , 则 
A = WI) = Ws (ll), i= 1,2. 
事实 上 ,我 们 已 经 证 明 
Wo (12) = Hs, We,(H) = 1 
于 是 
4 一 WCG) = (WOW,) AH) = WD). | 
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注 在 定理 4.2.4 的 证 明 中 ,我 们 只 用 到 素 根系 五 的 分 解 式 
(10) ,并 未 用 到 9 的 分 解 式 (8). 于 是 ,这 个 定理 及 其 推论 实际 上 给 
出 了 素 根系 可 约 则 9 不 是 单 李 代数 的 结论 ， 即 单 李 代 数 的 素 根系 
一 定 是 不 可 约 的 . 


习 题 


1. 设 A、A1 .如 分 别 为 复 半 单 李 代 数 9 对 其 Cartan 子 代数 的 

根系 、 正 根系 、 素 根系 . 又 设 W 是 9 的 Weyi 群 ,对 w€ WW, 记 
2 = {a € At lwla) € A_}. 

试 证 下 述 结论 ， 

1) Zz, = 名 , 当 且 仅 当 ww = id. 

2) 若 xE 卫 , 则 三 一 (ce}. 

3) 3 一 3 , 当 且 仅 当 ww 一 wz. 

4) 若 卫 和 4 , 则 DJNzo 关 2; 

若 取 夭 人 好 , 则 世人 丈夫 好. 

5) 设 w EW,a€ 荆 , 则 
re (BU {a)， 若 a E€ I\S,; 
ra( Zu\{a}), 若 a EN 5. 

6) 设 wEW,Lw) 二 bw 二 Tiro…7,( 这 时 ri 二 rs , {a} = 
DD), 则 a, € 5 | 

7) VwE€W, 则 


vv 


1(w) = |5,|. 
2. 设 4,4A1, 卫 ,W ,3 都 如 习题 1 所 述 . 对 LE Zi, 令 
ma) = |{w EE WIiw) = 1)|. 
试 证 
1) nC) = 0, 当 7> |Ar|; 
n(l)>>0, 当 0<l< Ia. 
2) 存在 唯一 的 w。€ W 满足 
lwo) = [Arl, 
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而 且 wi? = id. 
3) (wow) = 14A+ | 一 Lo); 
za) 一 ?24 —0), Yo |Arl. 
3， 求 出 G; 的 Weyl 群 . 


8 3 ”典型 李 代 数 的 Weyl 大 


本 节 给 出 典型 单 李 代 数 si(n 十 1,C) ,so C2n,C) ,sol2n 十 1,C) 
及 spln,C) 的 Weyl 群 .这 四 类 单 李 代数 所 对 应 的 Dynkin 图 分 别 
为 A,,D,,B, 及 C,. 
定理 4.3.1 si 十 1,0)(n 之 1) 的 We7nl 群 W 同 构 于 nn 十 1 
个 文字 的 对 称 群 S,+. 
证 ”由 定理 3.6.1 知 ,si(n 十 1,C) 中 可 取 
+1 


br = {diag(a1,as,°** art) |a: € R, Sa: = 0), 
;1 


而 且 根 系 为 


其 中 
设 h= diag (ai,a2 sant1) ,0 二 一 Aj. 于 是 
_ ,2Cah) _, [2tr(ah) 
me tra |° 


一 彤 一 (ai; 一 a)) ( E; 一 五 ) 
一 diag( CI Ai-19Qj9 irl 90j—13Qi9Qj+19""" Qnt1| 9 
即 re 是 将 文字 C19C2， 90a 十 1 中 的 Qi 与 Ci 对 换 . 于 是 Ww 与 Sarl 同 
构 。 
定理 4.3.2 so(2n 十 1,C) 与 spln,C) 的 Weyl 群 都 同 构 于 2 
阶 的 正规 初等 2- 子 群 与 5S, 的 半 直 积 ,这 里 =” 之 2. 
证 ”如同 定理 3. 6. 2, 我 们 仍然 以 与 soC2n 十 1,C) 同 构 的 
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gC2n 十 1,S,C) 代替 so(2n 十 1,0) ,此 时 可 取 
bx = {diag (0,aya2 an) — a1, — Qs , — 4) |a: € R}, 
其 对 应 的 根系 为 
人 A 二 ( 土 久 ;十 ( 轴 一 罗 ) , 土 ( 十 久 ) 
1<A<n,1l i<j<n}, 


其 中 
二 re Eirit: 一 Entitintit:) . 
因而 由 定理 2. 8. 2 知 
1 
4h) = gan = Do 
显然 ， A A sn ,A 为 be 的 一 组 基 . 设 h 一 Dz € bx, 则 
i=1 
ralh) = Dz — zh 
ji ， 

又 ， 


ran, 二 77， 1 二 i,j 寺 nn， 
由 此 可 知 {r1ll1 夺 i 志 nn) 生成 W 中 一 个 2 阶 的 初等 2- 群 , 记 为 
Wi. 
又 


ri (h) 一 h— TR 太一 力 ) 


一 Ti 十 ii 十 Ljhi, 


因而 六 一 是 将 zx,z2，… ,zs 中 zz 与 zx; 对 换 . 故 {74-% ) 生 成 的 多 的 
子 群 与 5S; 同 构 , 记 此 群 为 W;. 
注意 到 
ra (A 一 入 ) 二 入 十 为 ， 
于 是 
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一 TAT 
二 7 人 一 217 a 


因而 多 由 Wi 与 Wi 生成 .又 


A kj, 
Ta 一 妨 ， 二 J， 


人 一 7， 


即 
7 天 
7 二 7 & 一 1 
= 
因而 Wl 是 W 的 正规 子 群 . 故 W 是 W, 与 W; 的 半 直 积 , 即 W = 
Wi % W,. 
”从 定理 3. 6.4 知 spln,C) 有 Cartan 子 代 数 
b= {diag( mr 一 2 一 Zoo 一 ZEC)， 
对 应 的 根系 
A 二 { 土 (一 为) , 土 ( 加 十 为 , 土 24 
li<i<j&n,l<hen}, 


大 
这 时 


be 一 {diag( Zz1, Xs °° ,Tn 一 Yi 一 2 一 Zn) | z， € R} 


有 基 hz 加, 设 h 一 1 十 203 十 … 十 Tahn € Bg. 


( E; 一 已 Hi ni > ( A,A;) Ci， 


1 -1 . 
4(2 十 1) 4(n 十 1) 


ra (h)=h 党 六， “2A =h 2x 
一 Dz — ZN. 
ji 


由 于 
Toa? 2 ?27 2% 9 


故 {(ru11 委 ;1 委 2) 生成 的 W 的 子 群 Wi 为 2" 阶 的 初等 2- 群 . 
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rh)= 有 一 2(% bh) 0 _ 7) 


(A Ai Aj) 
二 有 (zi — Zz)) (CN) 
= >)zi + Tih + Zink, 


即 是 将 ,x1…szs 中 的 二 与 己 对 焕 , 故 {rx-51 关 用 生成 
的 WW 的 子 群 W, 与 8。 同 构 ， 


又 由 于 
ra 一 A) 一 和 十 力 ， 
于 是 IN 一 T2NTN-NT2N，9 
因而 W 由 Wi 与 W,; 生 成. 
最 后 注意 到 
24， 有 兴 交 yj， 
7 2 人 ) 一 由 k=i,， . 
2A，、 上 二 Jj， 
由 此 知 
7202” ki,j, 
Ta ay = 2° k=i, 
Tar? 类 一 了。 


故 Wi 是 玉 的 正规 子 群 .因而 W= Wi XU | 
定理 4.3.3 so(2n,C)(n 宇 4) 的 Weyl 群 WW 同 构 于 一 个 2"! 
阶 的 正规 初等 2- 子 群 与 $, 的 半 直 积 . 
证 ”如同 定理 3.6.3, 以 与 so0(2n,C) 同 构 的 gC2n,S1,C) 人 代替 
so(2n,C). 此 时 有 Cartan 子 代数 
9 = {diag( ziyza，…yTn， 一 Tiy Xa Zn] |zxi € Cc}, 
对 此 Cartan 子 代数 的 根系 为 
A= { 土 (A 一 1;)， 士 (1 十 力 ) I1 <i<j<n}, 
其 中 
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于 是 
Da 一 {diag( ziyzz，……yzn， 一 Yi Xs Zn) [zt € R} 9 
并 有 基 义 ,4,… ,为 .对 有 二 > zi E br; 则 
i=l 
2( 一 2X,,h) 
(Co N,N Oo Nh) 
二 及 一 (zi — zj;) (7) 
= Prd + zi zh, 


ki 


即 -是 将 zi ,zx2，,… ,xz 中 zz; 与 x 对 换 , 故 {rs-4 li 关 放 ) 生 成 的 
W 的 子 群 W, 与 5S, 同 构 . 
又 


rh) = 有 一 (一 刘 


2(7 十 ,有 h) 
(HT okt 
二 有 一 (za 十 zhi( 友 十 略 ) 


一 Dr 一 TiAj 一 Tih, 


hij 


rat Ch) = h— 


于 是 
| ra—irata Ch) 一 > 一 Ti 一 XjAj, 


即 Thar 是 将 和 Xi,Xj 换 成 一 zi, 一 zz. 于 是 
4ra-47atw li 关 放生 成 的 W 的 子 群 W, 是 2! 阶 的 初等 2- 群 , 艳 
由 Wi 与 W; 生成 . 又 若 
44 一) 二 入 一 义 ， 
则 
mi 和 十 人 一 必 十 办， 
于 是 
138 


rl Ta a7 ht ) Tah Tt 
因而 Wi 是 W 的 正规 子 群 .于 是 W = W: XW,. | 
注 以 FEe .与 匹 :为 Dynkin 图 的 单 李 代数 的 Weyl 群 结 
构 较 为 复杂 .但 现在 已 求 出 它们 的 阶 为 2? .3227 .34。5，20，34， 
5.7 与 24。35。5: .7. 以 G: 为 Dynkin 图 的 单 李 代数 的 Weyl 群 
读者 可 作为 一 个 习题 (见习 题 2). 


习 题 


1， 试 求 so(4,C) 的 Weyl 群 . 

2. 试 求 以 C: 为 Dynkin 图 的 单 李 代数 的 Weyl 群 . 

3. 设 9 为 单 李 代数 ,4A,A+ ,了 分 别 为 9 对 其 Cartan 子 代 数 9 
的 根系 , 正 根系 , 素 根系 .又 W 为 8 的 Weyl 群 ,wo € W ,满足 i(wo) 
二 |A+|. 试 证 下 面 结论 ， 

1) 8 为 soC2n 十 1,C) 或 sp(n,C) 时 ,two 一 一 id， 

2) 9 一 so 十 1C), 开 = (= hhnll<i<n}H, 

wo @)=— a 1 生生 0 

3) 8 = so2n,C) (之 4) 开 一 (ww 一 不 一 Aioan 一 加 -1 十 
局 1 委 : 委 ”一 1) 时, 则 有 ， 

2 为 偶数 时 ,wo = 一 id; 


2 为 奇数 时 ， 
一 Qs 1 过 kn 2， 
“i k=n—1，, 
一 a1, k=n. 


4. 设 W 是 复 半 单 李 代 数 g 对 其 Cartan 子 代数 了 的 Weyl 群 ， 
wEW. 令 ， 
wh Mh)= wh) + Vo lw h), hh € be, 


则 w € GLO), 因 而 W 也 可 作为 GL(9) 的 子 群 . 
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$4 Weyl 群 与 内 自 同 构 


本 节 我 们 将 讨论 复 半 单 李 代数 的 Weyl 群 与 内 自 同 构 群 之 间 
的 关系 . 这 个 关系 对 于 证 明 复 半 单 李 代 数 的 存在 性 定理 与 分 类 定 
理 都 是 至 关 重 要 的 . 
我 们 先 从 一 般 的 复 李 代数 开始 讨论 . 
定义 4.4.1 设 6 是 复数 域 C 上 的 有 限 维 李 代 数 , 设 zE 8. 芳 
存在 yE gcEC 天 0, 以 及 RE AN 使 得 
(ady — hid)*zx 一 0， (1) 
则 称 z 为 9 的 强 (ad-) 壬 零 元 . 
关于 强 宕 零 元 有 下 面 一 些 性 质 ， 
1) 若 z 是 强 寡 零 元 , 则 adz 是 客 零 的 ,因而 ee E Intg. 今 后 ， 
以 Ng) 表示 9 中 所 有 强 短 零 元 的 集合 , 而 以 8(8) 表示 由 
{ez € NH(9)} 生 成 的 Pnte 的 子 群 . | 
事实 上 , 设 z 为 强 客 零 元 , 故 有 YE 9,4€E C,4 关 0 及 kEN， 
使 (1) 式 成 立 . 设 9 对 ady 的 根子 空间 分 解 为 
9 = DCady), 
由 定理 2. 2. 3 知 
(adz)"gv(ady) CC grn ady), 
其 中 n= dimg. 由 4 关 0, 得 出 (adxr)》" 二 0, 即 adz 是 项 零 的 . 由 定理 
1.5.4 知 ew E Intg,; 故 2(9) 是 Intg 的 子 群 . 
2) 车; 为 8 的 子 代数 , 则 
NN) SCN). 
3) 若 vp 是 9 的 自 间 构 , 即 8g€ Autg, 则 
NY)) = NHN (0). 
4) 2(9) 是 Autg 的 正规 子 群 , 即 
Go)<Autg. 
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”事实 上 , 设 zE .V(9),pE Autg, 则 wz) E VN(9), 而 且 
yerg"! 一 eng € (9), 

于 是 (9) <Autg. 

5) 设 48 为 3 的 子 代数 . 记 (e“*|x € NH(81)) 生 成 的 ZG8) 的 
子 群 为 2(9,91) , 则 2{9,91) 使 6; 不 变 , 且 在 % 上 的 限制 恰 为 
4 (91). 

现在 我 们 讨论 8 为 复 半 单 李 代数 时 ,2 (9) 与 9 的 Weyl 群 的 关 

定理 4.4. 1 设 4 为 复 半 单 李 代数 ,b 为 其 Cartan 子 代数 ,A4 为 
9 对 昌 的 根系 ,br 为 A 生成 的 实 线性 空间 ,W 为 对 应 的 Weyl 群 , 则 
对 任 一 w € W, 存 在 9E€ 4 (0), 使 得 90( bx) = br, 而且 0 在 br 上 的 
限制 为 ww, 即 

w 一 0 (2) 

证 ”我们 只 要 证 明 Ya€ A, 存 在 9. € 2 (8) 使 得 7 == 0.|5, 
就 可 以 了 ， . 

显然 ,8。U 9-。 忆 AN(9). 取 XE 9s,X_。€ 4, 使 

[X.,X_ = -2 


(a,a)” 


于 是 


0, = ee Ye) erdx, € FQ). 


记 志 < 一 “y ,因而 


bx=R "av 十 9b。， 
其 中 b= {x € Be|(zx,0) = (zx,a) = 0}. 
车 hE€ Bb, 则 
adX,.(h) =— adX_,.(h) = 0,， 

因而 

Oh)=h, VYVhE€ Db,. 
而 由 
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adXoe( av ) 一 一 2Xo， (adX.)’(av)= 0; 
一 adX_o(av) 一 一 2X_。， (adX_,)’(aY)= 0; 
— adX_s( X.) = av, adX,( )= av 
可 得 
0 a) = eer( Xo) (av — 2X,) 
= eol wy 一 2X ,十 [一 Xev 一 2X。] 


十 六 [一 X_。,[ 一 X_oav 一 2X.]] 


sXe( 一 ay 一 2X,) 
=— av— 2X, + [X,, 一 av 一 2X。] 
一 一 av， 
因而 90,0Br) 一 名, 且 2 一 站 
推论 若 06E 2(9), 且 存在 wE€W, 使 (2) 式 成 立 , 则 060) = 
pb. 
这 是 因为 = 妇 十 ~V 一 19x. 于 是 由 90(Bx) = br 知 9009) = 9. 
我 们 知道 ,对 于 无 限 维 的 线性 空间 的 线性 变换 -oz ,一般 来 


汪汪 上 yr 不 一 定 有 音义 . 为 今后 的 需要 ,我 们 引进 下 面 的 概 


n=0 nl! 


一 e 


定义 4.4.2 设 V 是 复数 域 C 上 的 线性 空间 .V 的 线性 变换 
J 称 为 局 部 回 零 的 ,如 果 Yv EV,I N(v) E N, 使 得 
YA Wy 一 0， (3) 
显然 , 若 dimV < co, 则 .ez 局 部 寡 零 当 且 仅 当 -ez 是 竹 零 的 . 
又 车 W 是 -ez 的 有 限 维 不 变 子 空间 , 则 wv 在 W 上 的 限制 
J |w 是 短 零 的 ,于 是 


exp-e |w = >， (lw)" 


是 WW 的 可 逆 线 性 变换 . 又 车 W, 也 是 er 的 有 限 维 不 变 子 空间 , 显 
然 Wi 站 WCW,WNWCECw,H 
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(ly) | i A A 


WNW 
因而 
exp ( x7 |w) |, nw = exp( -ez |w 
从 上 面 讨论 ,可 以 得 到 下 面 结论 : 
车 .ex 是 V 的 局 部 瞪 零 线性 变换 , 则 有 V 的 可 道 线 性 变换 
exp-ez 定义 为 


一 exp( |wnw) 。 
WNW 


( expef jv 一 >») 1 oy, (4) 


其 中 No) E N, 使 (3) 式 成 立 . 
事实 上 ,容易 得 到 


(exp_er) -1 一 exp( 一 .oz)， (5) 
又 车 W 是 x 的 不 变 子 空间 , 则 
(exp.eor) |w = exp (uw |w). (6) 


定理 4.4.2 设 9 是 复数 域 C 上 的 李 代 数 . D € Derg, 且 为 9 
的 局 部 备 零 线性 变换 , 则 
.expD € Autg. (7) 
特别 ,x € 9,adzx 是 局 部 输 零 的 , 则 exp(adz) 是 9 的 自 同 构 . 
证 ”因为 刀 局 部 者 零 , 故 exp 刀 是 6 的 可 逆 线 性 变换 . 用 定理 
1. 5. 3 证 明 方 法 可 证 expD € Autg. 由 于 adz € Derg, 于 是 定理 成 
,| 


习 题 
1. 证 明 复 李 代数 9 为 蛤 零 李 代数 当 且 仅 当 8 (9) = {id). 


2. 设 9 是 复 半 单 李 代 数 . A 是 8 对 其 Cartan 子 代数 上 的 根系 ， 
取 ete € 4s， 使 得 [ee_。]= 一 Qa. 试 证 


(es 十 ea 


= 7。 
bg 


n 
ad 一 -一 一 一 
xP V2(a,a) 
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我 们 从 定理 1. 1. 1 知道 ,可 在 结合 代数 a 中 定义 括 积 
[lab6]=ab—ba, VabEn, (1) 
使 a 成 为 一 个 李 代 数 . 
为 了 回答 反 过 来 的 问题 , 即 是 否 任 何 一 个 李 代 数 都 可 以 用 这 
种 办 法 得 到 ,我 们 需要 再 介绍 -一 些 有 关 结 合 代数 的 事实 . 
定义 4.5.1 老 结 合 代 数 a 的 线性 子 空 间 m 又 是 环 4 的 理想 ， 
则 称 " 为 结合 代数 a 的 理想 ,简称 a 的 理想 . 
若 " 为 6 的 理想 , 则 a/v 既是 线性 空间 又 是 环 ,而 且 
MT 二 bo 二 bo) 一 Mb 二 u 一 (十 0 十 D) 
二 (a 十 D(A 十 9))， 
Va,b EanAEF, 
这 里 下 为 a 的 基 域 . 因而 a/v 也 是 结合 代数 , 称 为 a 对 5 的 商 代数 . 
以 表示 a 到 a/v 的 自然 映射 , 即 
ra) 一 aa 二 TD， YaEnu. . (2) 
显然 ,zt 既是 线性 同 态 ,又 是 环 同 态 .我 们 称 x 为 a 到 商 代 数 &/s 的 
自然 司 态 . 
一 般 , 若 结合 代数 a 到 结合 代数 wi 的 映射 # 既 是 线性 同 态 , 又 
是 环 同 态 , 则 称 # 是 结合 代数 的 同 态 ,简称 同 态 . 
结合 代数 的 同 态 、 同 构 及 同 态 基 本 定理 等 概念 及 基本 理论 是 
容易 建立 的 .读者 可 作为 练习 自行 完成 . 
下 面 两 类 特殊 的 结合 代数 一 一 张 量 代数 与 对 称 代数 在 李 代 
数理 论 中 特别 重要 . 
定理 4.5.1 设 V 是 域 尺 上 的 2” 维 线性 空间 . 令 


Toy =F, T=VOV® .WV, (3) 
VOVO. OV 
m 个 
TOV) =Toy 十 TI 十 … 十 Toy 十 (4) 
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则 在 TCV) 中 可 定义 乘法 @) 满足 
(vO Dv) Ow OO wi) 
= vi vn wi Oo OO wi (5) 
使 得 TCV) 是 含 单位 元 素 1 的 结合 代数 , 称 为 YY 上 的 张 量 代数 . OO 
称 为 张 量 积 . 
又 设 I 为 TV) 中 由 {x @v 一 v@@wlu,v EVV) 生成 的 理想 ， 
即 包 含 {u @v 一 v Oulu,v EV) 的 极 小 理想 , 则 商 代数 SCV) = 
TC(V)/I 是 含 单位 元 素 1 的 交换 代数 , 称 为 VY 上 的 对 称 代数 . 
证 ”显然 满足 (5) 的 乘法 可 以 双 线 性 地 扩充 到 整个 T(Y) 
上 ,而 且 此 乘法 满足 结合 律 ,于 是 T(V) 是 结合 代数 .T°"V 一 下 的 
单位 元 素 1, 就 是 了 (Y) 的 单位 元 素 . 
如 果 vi,v2,…,v, 是 V 的 一 组 基 , 则 TC(VY) 有 生成 元 组 1,vi， 
V2 ne 
现 设 o 为 T(V) 到 SC(V)==T(V)/T 上 的 自然 同 态 .于 是 SCV) 
中 乘法 为 : 
ola) .ob) = oa06), Yab ETOV). (6) 
由 于 TV 站 T==TYVN 介 T= (0), 故 oc 在 TV 与 TIiV 上 的 限制 是 
一 一 的 . 记 
ol)=1, ow)=v(l iQn), 
敬 1,v1,v2，,… ,vs 是 SCV) 的 生成 元 组 . 又 由 于 
vivj; — vivi = o(v; 0 vj) -— ol vj vi) 
=o(lv; Hv — vv) = 0, 
故 知 SCV) 是 含 单位 元 素 1 的 交换 结合 代数 引 
下 面 的 定理 指出 了 TCV) 具有 某 种 “通用 ”性 ,并 由 此 得 到 
S(V) 实际 上 是 五 上 的 二 元 多 项 式 代数 ， 
定理 4. 5.2 设 V 是 域 上 的 n 维 线性 空间 ,a 是 六 上 仿 单 位 
元 素 1 的 结合 代数 ,$ 是 V 到。 的 线性 映射 ,i 是 V 到 T(V) 中 的 峰 
入 上 映射 ( 即 Yv EVilv) ==vE€ TV CTOTV)), 则 存在 唯一 的 
T(V) 到 a 的 结合 代数 的 同 态 少 满足 ， 
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1) 右面 的 映射 图 是 交换 图 , 即 
pi; (7) 7 一 一 一 一 一 个 (7) 


2) yy 将 TO(V) 的 单位 元 素 映 到 a 的 
单位 元 素 , 即 2 ' 
y(1) = 1. (8) 


特别 , 当 a 二 Fzxiyzz 7] 为 F 
上 an 元 多 项 式 代数 时 ,Kery = 1. 故 SV) 与 到 [Lztza yzo] 同 
构 . 
证 ”事实 上 ,我 们 只 要 定义 T(V) 到 a 上 的 线性 映射 使 得 
yl vi © 机 9 vn) 一 $( v1) $( Do) pl vw) ， VEV, 
py(1) = 1, 
则 yy 是 TV) 到 a 的 同 态 , 且 满足 条 件 (7),(8). 由 于 1 与 了 生成 
TY7) ,故乡 是 由 (7) 与 (8) 唯一 决定 . 
当 a 二 FLzi,x2,… ,Taj 时 ,在 V 中 取 一 组 基 vi,v;,…,v,, 定 
义 V 到 a 中 映射 $8 如 下 : 
¢ > hm 一 Zr, AE FG = 1,2,.,n), 
则 $$ 是 线性 的 ,因而 有 了 CV) 到 a 的 同 态 y. 又 由 于 
pv Dv vB) = $0) gv) — $v) $l vi) 
一 Ti — XN; = 0, 
故 知 1 S Kery. 于 是 由 少 诱导 出 SGY) 到 a 的 同 态 由 ,满足 
piola) = pla), Ya € TV), 
其 中 o 为 TC(V) 到 SOV) 的 自然 同 态 . 
由 于 SCV) 中 任何 元 素 均 可 表示 为 
ola) = Da nol vi ) uo( Vi) "eel va) ™, 
这 里 li<i< min, k=1,2,; 
全 下 mEZ+i=1,2,.,h); 


ni 722 "Ng 


求 和 跑 记 | 
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,只 有 有 限 个 a” 关 0. 因 而 


下 


PR2 ”mA 2 人 
内 oa) 一 Si ”全 Ta i ? 


故 cka) 关 0 当 且 仪 当 yola) 关 0, 是 SCV) 到 a 的 结合 代数 同 
构 . 因此 ,Kery= 王 1. 1 

推论 设 v,vi,…,v, 为 VY 的 基 ,o 为 T(V) 到 SC(V) 的 自然 
同 态 . 记 clv) = ul = 1,2,…,n), 则 SCV) 有 基 ， 


. (Lv 1 nkEN,nE ZI. 


这 是 显然 的 ， 四 

定理 4. 5. 2 及 其 推论 也 说 明 对 称 代数 SCV) 对 于 交换 结合 
数 也 有 “通用 ”性 . 

定义 4.5.2 设 a 是 域 忆 上 的 代数 (结合 代数 或 者 李 代 数 ) ,AM 
是 交换 群 ( 群 运算 记 为 加 法 运算 ), 如 果 a 有 线性 子 空间 的 直 和 分 
解 


4 一 > Qa (9) 
使 得 
ar An YA4NE (10) 
则 称 " 是 关于 M 的 阶 化 代数 ,ax 中 非 零 元 素 称 为 4 次 齐 次 元 素 ,也 
称 a 为 M 阶 化 代数 . 
例 4.5.1 设 V 为 域 i 上 nn 维 线性 空间 , 则 VY 上 的 张 量 代数 
T(V) 是 关于 整数 加 法 群 Z 的 阶 化 结合 代数 . 
事实 上 ,对 于 m € 24, 取 TOV), 二 7™V, 对 于 m€ 一 NN, 取 
TO(V)a 二 {0) 即 可 . 
例 4.5.2 域 上 的 mn 元 多 项 式 代 数 F[z,z;,…,zx,j] 是 Z 阶 
化 结合 代数 , 因而 上 nn 维 线性 空间 V 的 对 称 代数 SCV) 是 Z 阶 化 
结合 代数 . 
由 于 [Lzi,z2，… ,zsj] 与 SCV) 同 构 , 故 可 将 其 等 同 起 来 . 设 
E Zi, 令 S(OV)n 为 m 次 齐 次 多 项 式 生 成 的 子 空间 ;m € 一 NN, 令 
SC7Z)。 二 (0). 于 是 SOV) 为 Z 阶 化 结合 代数 . 
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例 4.5.3 设 % 为 复数 域 C 上 的 半 单 李 代 数 ,5 为 g 的 Cartan 
子 代数 ,4, 了 分 别 为 6 对 的 根系 , 素 根系 . 令 


go 一， 人 一 0， 下 一 士 1 十 2 
hta 一 下 
于 是 
4 一 2 Gt， [oo 三 Oaths vy ki ,ks € Z. 
kEZ 


因而 9 是 Z 阶 化 李 代 数 . 
定义 4.5.3 设 " 是 域 玉 上 的 代数 (结合 代数 或 者 李 代数 ) ,在 
4 中 有 线性 子 空间 序列 


00S0 0 握 … 生 0 所 bi (11) 

满足 
QiQj CC Qi 六 (12) 
(J a, = 0, (13) 


则 称 a 是 一 个 滤 过 代数 . 

例 4.5.4 在 TOV) 中 令 

TIV) = 二 TV 十 一 十 TT"V， 

则 工 (V) 是 滤 过 代数 . 

例 4.5.5 在 P[Lrz，…zo] 中 令 

Flzrisyras es Tana = {f E Flrisr2,*" ,Ta ldegf Sm) 
(规定 deg0 一 一 co), 则 [ri,z ,yzo] 是 滤 过 代数 . 同样 ,SCV) 
也 是 滤 过 代数 . 

例 4.5.6 设 4, 开 分 别 为 复 半 单 李 代数 8 对 其 Cartan 子 代 数 
b 的 根系 , 素 根 系 . 令 

go=b, g= 2 gr k=1,2, 


Ibral<s 
(规定 ht0 = 0,0 E 9 ). 于 是 
CG, 
而 且 
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[ga, 加 Qh + 已， 
因而 % 是 滤 过 李 代数 ， 
例 4.5.7 设 a 是 域 F 上 的 含 单位 元 素 1 的 结合 代数 ,又 mn 是 
a 的 一 个 线性 子 空间 , 且 生 成 a, 令 
0 一 了 十 mm 二 MM 十 十 Im’， 
这 里 m’' 表示 由 mm 中 i 个 元 来 乘积 所 张 成 的 线性 子 空 s 间 , 则 a 是 滤 
过 代数 ， 


定理 4. 5. 3 设 a 一 a 是 一 个 滤 过 代数 ,其 中 a;(i = 0,1， 
…) 满足 条 件 (11) 与 (12)， 则 在 线性 空 E 间 
G(a) = > Qi /Qi 


( 记 a-1 一 {0). ) 中 可 定义 乘法 满足 
(a 二 a) aj Qi) = aiQ; +t Qtji, 
VarEoayaiE ai (14) 
使 得 Gla) 为 Z 阶 化 代数 , 称 为 结合 于 a 的 阶 化 代数 
证 “我们 只 要 证 明 满足 条 件 (14) 的 定义 是 合理 的 ,而 其 余 条 
件 都 是 显然 的 . 设 ai,b; EE Qsajb} EQ; 有 ai—b€ Qi_i0; — b;€ 
qj-1. 于 是 
aiajy—bib; =ai( Qj—b;) + (ai—bi) b; 
[ss eT en 


因而 CCa) 是 Z 阶 化 代数 . 1 
习 题 


1， 设 了 是 域 尺 上 有 限 维 线性 空间 ,T(Y) 是 V 的 张 量 代数 ,7 
是 TV) 中 由 (x 名 yy 一 yz1x,y EV} 生 成 的 理想 ,证 明 1 也 是 
2Z- 阶 化 代数 , 且 
T= DI, T=1NTV. 
2， 1 如 习题 1 所 述 ,证 明 ,由 下 列 形式 的 元 素 
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X10 Tr Tn To Or ODrm, TE Sn 
线性 生成 . 
3. 设 chFf 二 0. 对 o € 5S,, 定 义 T”"V 的 线性 变换 6 满足: 
ol x1 x OO Xm) 一 To0 © Zoo OO O zoom， 
车 a € T”V ,满足 oa) 一 4a， YoE€ 5。, 则 称 a 是 mm 阶 的 对 称 
张 量 . 试 证 
1) 所 有 m 阶 对 称 张 量 构成 T"Y 的 一 个 线性 子 空间 Sm"(V)， 
又 车 zz…yz 是 V 的 一 组 基 , 则 
Re © ed) 的 ” © iem) 3 
l iy Sion En 
是 S"(V) 的 一 组 基 ; 
2) T"y = 一刀 十 87) 
3) 设 x 为 TV) 到 SCY) 的 自然 同 态 , 则 x 是 SCV) = 
>) 3”(V) 到 5(V) 的 线性 空间 的 同 构 . 


i 


4. 设 4 是 域 尺 上 的 Q 阶 化 代数 , 且 


Q = > Qn» QQ n CC QMmtn. 
mEZ 
令 


Q” 一 了 oh m 之 0， 


ES 

则 a 对 子 空间 序列 ao 所 al 三 … Sar … 是 渡 过 代数 

5. 设 g 是 复 半 单 李 代数 ,区 = 《waz，…o)} 是 一 个 素 根系 . 
令 

Q= (Dmie Im € zZ). 

试 证 

1) @ 是 交换 群 ,4 是 @ 阶 化 李 代 数 ， 

2) 设 s 一 (si sz ,°°" ,51) € Z", 邻 
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gs) = >) 6。 


(这 里 是 对 满足 下 列 条 件 的 “ 求 和 : 设 =“ >be, 则 了 ks; 一 让， 


则 9 是 Z 阶 化 李 代 数 . 

3) 令 5= ,1,…,1), 则 9 是 例 4.5.3 中 的 Z 阶 化 李 代 数 . 

注 1 我 们 称 @ 为 9 的 根 格 . 

注 2 2) 中 的 阶 化 李 代数 称 为 s- 型 Z 阶 化 李 代数 . 

注 3 3) 中 的 阶 化 李 代 数 , 即 (1,1,…,1)- 型 Z 阶 化 李 代 数 ， 
称 为 主 阶 化 李 代 数 . 

6， 设 m 为 李 代 数 6 的 一 个 线性 子 空 间 , 且 生成 9. 令 

驮 一 各 十 [mm] 十 … 十 [my[mym]…]. 
个 


试问 8 对 于 子 空间 序列 9 守 8; 守 … 己 4 对 … 是 否 为 滤 过 李 代 数 ? 
7， 本 节 的 定理 4. 5. 3 对 于 李 代 数 是 否 成 立 ,为 什么 ? 


$6 通用 包 络 代数 


本 节 将 给 出 李 代 数 的 通用 包 络 代数 的 定义 并 证 明 其 存在 性 及 
唯一 性 ;并 给 出 通用 包 络 代数 的 一 组 基 . 这 样 定理 1. 1, 1 后 的 问题 
得 以 解决 . 

定义 4.6.1 设 9 为 域 六 上 的 李 代 数 ,a 为 下 上 的 含 单位 元 素 
1 的 结合 代数 .车 有 9 到 a 的 线性 映射 满足 

1) pLz,yD) = px) — PPz), Vrry EG; (1) 

2) (,9X)Iz € 9) 生 成 a， 

则 称 (p,a) 或 a 为 8 的 包 络 代数 . 

例 4.6.1 设 Frx* 是 域 f 上 nn 阶 方 阵 集 所 构成 的 结合 代数 ， 
soln,F) 是 上 阶 正 交 李 代数 (4 E soln,F) 当 且 仅 当 4' = 
一 A). 

当 n 之 3 时 ,fF”™ 是 solrm,F) 的 包 络 代数 .而 
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(i 。 1 e 是 s0(2,F) 的 包 络 代数 . 


事实 上 ,假设 so(x,F) 到 "x* 的 映射 9 为 ; 9(A) 一 4 VY4E 
soln, 耻 ). 显然 ,2 满足 条 件 (] ). 

n 之 3, 对 于 i 关 j,1 二 1,j 信 ,存在 k 关 ik 站 j ,1 全 kn. 
由 (Ex 一 Es) (Es — En)= EEsB; = Ei, 和 NM{T,,E; — Ei} 生 
成 结合 代数 Fr , 故 Fx" 是 sotn,) 的 包 络 代数 . 


由 于 
a "| c da) ac — bd ad 十 pc 
ad ce \—b~ad —bd+ac)’ 
Va,bp,c,d EF, 
bi 
因而 知 || “ “jawb e 是 sol2,F) 的 包 结 代数 ， 1 


定义 4.6.2 设 g 是 域 上 的 李 代数 ,U (8) 是 下 上 含 单位 元 
素 1 的 结合 代数 , 且 满 足 : 
1》 存在 0 到 UV(9) 的 线性 映射 i, 满足 条 件 (1), 即 
iC([z,y]) = iCr)i(y) — i(yil(r), Vr,y€E 9; 
2〉 若 有 8 到 环 上 含 单位 元 素 的 结合 代数 a 的 线性 映射 ?也 满 
足 条 件 (1), 则 存在 唯一 的 U(o) 到 。 的 同 态 映射 $, 使 得 


=oi, (2) 
即 右面 的 映射 图 为 交换 图 , 则 称 U (9) 
是 4 的 通用 包 络 代数 . 4 一 一 一 一 一 一 和) 
定理 4.6.1 设 s 是 域 玉 上 有 限 维 
李 代 数 , 则 在 同 构 意义 下 存在 唯一 的 8 $ ' 


的 通用 包 络 代数 U (9). 
证 ” 记 工 为 线性 空间 9 的 张 量 代 
数 . 又 记 J 了 为 下 中 由 (zz 四 yy 一 yx 一 
[zyy]lz,yE 9 生成 的 理想 . 令 
Ug) = T/J, (3) 


152 


以 + 表示 了 到 UU(g) 的 自然 同 态 . 
由 于 JS >) 7"9, 故 x(T%) = x(F). 于 是 xlz 是 F 到 U9) 


中 的 一 一 映射 , 故 U(9) 是 含 单位 元 素 1 的 结合 代数 , 令 
i 一 式 |r 一 工 | (4) 
由 (3) 式 知 
iCT) Cy) -i(yi(z) ~ i([z,y)) 
= X(T)Ay) — A (YAz) — x [rx,y)) 
=rrHy— yOr— [zr,y)) 
=0,， Vzx,yE€ 9, 
故 i 是 9 到 UU (9) 的 满足 条 件 (1) 的 线性 映射 . 
设 a 是 上 含 单位 元 素 1 的 结合 代数 ,又 yp 是 9 到 4a 的 线性 映 
射 ,并 满足 条 件 (1). 于 是 我 们 由 定理 4. 5.2 知 ,有 了 到 a 的 同 态 #， 
使 得 
KX)= $x), YrIES. 
将 pg 扩 充 为 T°9 十 T'g 到 a 的 线性 映射 ,使 x1) = 1. 由 (1) 式 知 
$IOy— yOr— Lr,y)) 
= HWY — HP TO— $x,y)) 
= VCz)Gy) — ly) pz) — Lz,y]) 
=0, VY7r,y € 90, 
故 知 了 ES Ker 风 .因而 了 /Kerg 与 (T/J)/(Kerg /J) 同 构 , 即 有 # 
使 得 
$=$enx, 
且 $ 在 89 上 的 限制 使 (2) 式 成 立 . 
由 于 U(9) 由 1,i(9) 生成 , 故 满足 (2) 式 的 $ 是 唯一 的 . 
设 V(9) 也 是 9 的 通用 包 络 代数 ,g 到 VCo) 中 满足 (1) 的 映射 
为 .于 是 有 U(9) 到 V(9) 的 同 态 $, 使 得 
j=$oli. 
同样 有 V(q) 到 UU(e) 的 同 态 y, 使 得 
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i= Jy° I= $i = dy °i. 
于 是 ,idvwy ,VV 。$ 均 为 UC(4) 到 U9) 的 同 态 , 且 满足 条 件 (2). 故 由 
满足 此 条 件 的 同 态 的 上 唯一 性 知 
J ° $= idvo,. 
同样 
多 y= idvc)- 
故 U(9) 与 了 (9) 同 构 . 1 . 

推论 1 设 过 6) 为 李 代数 9 的 通用 包 络 代数 ,i 为 8 到 U (9) 
的 上 映射, 且 满足 (1), 则 i(9) 与 9 是 同 构 的 线性 空间 ;1,z(9) 生成 
U(9);1 Ei(9);U(9) 是 9 的 包 络 代数 . 

这 些 结论 已 在 定理 4. 6. 1 的 证 明 中 得 到 . 上 1 

推论 2 设 UC) 及 a 分 别 为 李 代数 8 的 通用 包 络 代数 及 包 络 
代数 , 则 a 是 Ze) 的 同 态 像 . 

证 设 9 是 0 到 “的 满足 (1) 式 的 线性 映射 ;是 9 到 过 (9) 的 
满足 (1) 式 的 线性 映射 . 由 推论 1 可 将 i(9) 与 9 等 同 , 即 4SV(9). 
又 设 $ 是 U(9) 到 4 的 满足 (2) 式 的 同 态 , 于 是 有 

f(z) = p(x), VrEg, 
$lry) = Pr)ply), Vr,y En0. 
由 1,9 生 成 UG(9);1,9(9) 生成 a. 于 是 有 U(6) 到 a 的 同 态 加 使 得 
入 CT) 一 gz) 二 JT),，Y XE 9 而 和 (1) 二 1. 由 于 $, 和 加 均 满足 (2) 
式 , 故 $= 二 办 .换言之 ,$8(1) = 1. 故 (UG)) =a, 即 a 为 U6) 的 同 
态 像 ， | 

例 4.6.2 设 9 是 域 忆 上 有 限 维 交换 李 代数 , 则 8 的 通用 包 络 
代数 UC(8) = 3(C9), 即 为 9 上 对 称 代数 ， 

这 是 因为 [x,y] = 二 0, Vx,yE€E9. | 

对 于 一 般 的 有 限 维 李 代数 9, 在 第 四 章 $ 5 中 我 们 已 经 知道 了 
9 上 对 称 代数 SC(9) 的 基 . 下 面 我 们 来 讨论 9 的 通用 包 络 代数 U (6) 
的 基 . 我 们 假定 了 为 4 的 张 量 代 数 ;7,J 分 别 为 工 中 由 {x @y 一 
yOrlr,y EE 9,{TOy— yr— [rz,yllz,y € 9} 生成 的 理 
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想 : 于 是 S 二 TT/1,U = 了/ 分别 为 8 的 对 称 代数 ,通用 包 络 代数 . 
又 以 o,* 表 示 工 到 S,U 的 自然 同 态 .i 为 8 到 U0 中 的 线性 映射 , 且 
满足 
R(T) = x7), YXTESY. 
”于 是 有 
nx(T"g) = 179)”. 
又 i(9) 与 1 生成 CU. 由 例 4.5.7 知 ,对 U 中 子 空 间 序列 
Uo=F.1EUC- CU,C 

(这 里 ,一 Um。-; 十 i(8)”) ,0 是 滤 过 代数 , 于 是 由 定理 4.5.3 知 有 
结合 于 UU 的 阶 化 代数 G(U) = G. 

令 为 U0 到 U,/U。-1 的 自然 映射 .又 因 x(7™g) 己 U, 于 是 
有 7"g 到 UU/U,-i 的 映射 加 使 右面 
的 映射 图 为 交换 图 , 即 1™g T Un 

加 一 pm ° XA. (5) 
由 于 UV/D。 与 1) 多 
U1 同 构 ， 因 而 加 是 7”"g 到 [AD 
ZL: 的 满 映射 . 令 
$$ 二 各 十 各 十 一 十 向 十 …， (6) 

则 $ 是 工 到 G 的 满 线性 映射 . 

引 理 4. 6.2 沿用 上 面 的 假设 与 符号 , 则 % 是 了 到 C 的 结合 代 
数 的 同 态 , 且 


$(1) = 0. 
又 $ 诱 导出 S 到 G 的 一 个 满 同 态 w: 满 足 
wola) =: $(4a), YaE€ET. (7) 
证 ” 设 a € 7",bE€ 7tg, 于 是 由 (5) 与 (6) 知 
ga) = pur Ca), $66) = porlb). 
再 由 定理 4. 5.4 知 
papD) = rab) + Up = $lab), 
故 #$ 是 结合 代数 的 同 态 . 又 Y x,y € 9, 有 
155 


sr y— yz [zr,y]) 
= fr(TOy— yr)— grr,y]) 
= gr [zy]) — pr([z,y]) = 0 
因而 $8(7) = 0, 故 $8 诱导 出 5 到 G 的 一 个 满足 (7) 的 满 同 态 %， 1 

下 面 我 们 将 证 明 w 是 同 构 映射 . 

从 定理 4.5.2 知 5 与 4 元 多 项 式 代 数 F[z,,z，、… ,z.] 是 同 构 
的 .车 吕 ,04,… ,0 是 8 的 一 组 基 , 则 可 将 哆 过 慌 与 并 区 
等 同 起 来 . 记 

S”"= {TE€ Sldegzr = m} U (0), 
Sn 二 S$S 十 St 十 路 十 S”"= {rx€ S|degz < m)}. 

对 mr EN, 斩 有 A 入 Gi = 1,2,…,m),4 满足 ， 

1 三 4 二 可 太 加 二 
若 令 了 二 (jn , 则 记 4 记 了 ,并 记 

引 理 4.6.3 沿用 上 面 的 符号 ,对 每 个 非 负 整 数 mx, 存 在 唯一 
的 8 的 5S。 到 5 的 线性 映射 广 满足 下 列 条 件 ， 

(A,) fnl va 四 zy = zi21 VAST,zE Sm; 

(Bs) fn(v OZ) EE Sits VE Sik <m; 

(Ci) fol(v® fn vr 2) ) = fv ® fnl v2)) 

十 fl [vi,vj © zy) 1 ZJ 和 -13 

(D,) fl v1 zi) — X21E St, YE SokCm. 

又 ,fw 在 86 Sa-1 上 的 限制 与 fi 一致 . 

证 显然 ,如 果 (D,) 成 立 , 则 (B,) 成 立 . 这 时 (C。) 中 各 项 是 
有 定义 的 . 下面 用 递 推 的 办 法 来 构造 户 . 

m 二 0, 仅 有 zi 二 1. 可 令 所 为 8 So 到 5 的 线性 映射 , 且 
(2 的 1) = zz 显然 (Ao) 一 (D,) 均 成 立 . 由 条 件 (A。),f。 是 唯一 
的 . . 

设 六 ,我们 已 经 定义 . 现 将 六 ,开拓 为 .因为 zz 
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(1 才思 加) 为 8" 的 基 ,5% 二 Sm-! 十 S”, 故 我 们 
只 要 给 出 户 在 内因 zx 上 的 作用 就 可 以 了 , 这 里 1 = 
(hs Ns" A ). 

车 4 记 了 按照 (A), 只 能 有 

ful vi z1) = zx. 

若 ) 雪 工 不 成 立 , 于 是 厂 二 太 令 了 = (7 则 克 委 了 

zj € Sm-1, 且 有 

(un C9 zj) 一 Ji © zy = ZY 一 Zl 
于 是 按照 (C,) 有 : 

fn (vw © z1) 一 fol vi fa © z/) ) 

= fa vn fa 7) ) + foi Lov Oz). 

由 (Dw-1) 知 ， : 
y= zr — fni(V Dz) E Sani. 

zz = zr , 则 友 委 三 . 地 给 出 万 在 内 @x 上 的 作用 
为 
fnl va 9 z1) 二 20ZD 一 fai( wn OO y) 十 fo [Lo @ zjJ] 。 

从 fs 的 定义 过 程 知 f 是 唯一 的 ;限制 在 9 @ S。: 上 与 六 -: 
一 致 ;满足 (A,) 与 (DD,) 

余下 证 明 pe 

A 二 4 时 ,( 六 

a 由 f 的 定义 及 [vi,vyj] 二 一 [vyv4j， 
知 (Ca) 成立. 

最 后 , 设 4 关 yi4 s 委 JJ,w 委 了 均 不 成 工 , 其 中 > = 
(Ap spn-1). 令 工 二 (py… ,pm-1) ,于 是 有 内 二 光 和 扫 伙 由 
递 推 的 定义 有 
foo fa D2)) = fa 0 fro ® fn vn zr)) 

= fa(v0 fvn © fr vs z1) )) 

+ fol v0 foil Lvsvn) © zz) ). 
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由 于 m 三 4, 对 右边 的 第 一 项 可 以 用 (Cm). 又 zz E Sm-z， 
fil [vv 的 zz] € S$。,, 故 对 右边 的 第 二 项 可 以 用 (Cl1) 
因而 有 
fal v1 © fnl vn © z1) 
fo fol ® fv ® 0))) 
+ fl [vv ] © fnl vr Oz7)) + fal ZHE A PR zz) 
+ fo Lv] ® fav ® 2)). 
变换 4,x 的 位 置 ,可 得 
fl Fal v2) ) — fnlvr® fl vz)) 
一 fal vn 他 (fal v1.0 fnl vs Oz) ) 一 ful vr OO fnl vi zz) ) 1 ) 
十 fl ( [vas Lv va 一 [vis Lv vn |) 6 zi) 。 
注意 到 ful vr OO z1) ,fn vi 罗 ZL) € Sm-1; 故 有 
ful vi fal vs zz) ) 一 fal vs fal vi 2) ) 
二 fnl Lvasvnj 的 ZL) ， 
[ww,[oooo]]j 一 [ww,[oooo]]= [ [vs vo], vn ]. 
因而 
fal vi fal vi 1)) — fal vi fnl vi CO zy1)) 
一 万 (om 因 户 [[woa 因 zz 十 大 [ [Lvsv] ,v0 | zr). 
由 于 f( [visvnj] 的 z1) € S,_1, 故 由 (C1) 有 
flv ® fol Los0,] @ z7)) 
= f,( [v0] ® fnlvn B22)) 4 fol Lv Lov) | z) 
= fl [vi,v,] 2 一 fl [Leo | zz ) 。 
因而 
fnl © fal vy z1)) 
= fv fn v2) ) + fal Lvov Oz), 
即 (C) 成 立 . 故 引 理 4. 6. 3 成 立 ， 
推论 ”在 上 述 假定 下 ,存在 8 的 以 S 为 表示 空间 的 表示 (Pp,S) 
满足 : 
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O(o)zr 一 221， 4 委 了 7; 
AGE — SIE Sn LI ES 

证 ”从 引 理 4.6.3 知 ,可 定义 0@S3 到 s$ 的 线性 映射 了 ,满足 

了 在 8 @S。 上 的 限制 为 f，. 由 
pxX= fOr), vEQATES 

可 定义 5 的 线性 变换 p(v) ,因而 2 为 9 到 gl(S) 的 映射 .由 了 的 线 
性 性 , 知 p 是 线性 映射 . 由 (CC) 知 pCvi)plvs) 一 pC(vi)p(v1) = 
Pl [v1,v2]) .于 是 (p,S) 是 9 的 表示 , 且 满 足 所 要 求 的 条 件 . 1 

定理 4.6.4 设 $,G 与。 如 引 理 4.6.2 所 述 , 则 w 是 S 到 G 的 
同 构 映射 . 1 

证 ”在 引 理 4.6.2 中 ,已 经 证 明 w 是 5S 到 G 的 满 同 态 .又 了 
J 分别 为 8 的 张 量 代数 了 中 由 {x Oy 一 yz|z,y € 8),{ry 
一 yr 一 [x,y]|z,y € 9) 生成 的 理想 .5S 二 T/T 是 8 的 对 称 代 
数 .U 二 了 /J 是 的 通用 包 络 代数 . 设 o,x 分 别 为 到 S,U 的 自然 
同 态 . 

设 2 EJ,t = 二 >) 加 加 ET”". 现 证 明 如 E 工 


m€EZ 


事实 上 ,可 将 引 理 4. 6. 3 的 推论 中 所 


得 9 的 表示 (o,gl(S)) 开拓 为 U 的 表示 ， 人 TV 
再 开拓 为 了 的 表示 (F,g1(S)) ,其 中 5 满 ， 和 六、 p 
足 

0 一 0。7， gl(S) 


即 有 右 图 所 示 的 交换 图 表 . 显然 ;J 己 

Ker6, 于 是 6(1) = 0. 但 是 5() .1 是 多 项 式 ,其 最 高 项 应 为 z; 的 线 
性 组 合 . 由 引 理 4. 6. 3 的 推论 知 ,这 个 组 合 在 S 中 为 零 , 于 是 i € 
I. 

现 设 上 E 7T"g,x(t) € U1, 于 是 (6) 式 中 的 $ 满 足 $(1) = 0， 
即 有 ”E 7T。-1, 使 得 z(t) = x 人 ). 因 而 :一 ! € J, 即 有 1 一 EE 
T。 门 而 t+ 一 + 的 m 次 齐 次 分 量 为 1, 故 由 上 面 的 事实 知 t: €E 了 
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这 就 说 明 , 若 上 E T"g,t € Kerg, 则 上 € 7. 于 是 有 
Kerg CI. 

在 引 理 4. 6. 2 中 已 经 证 明了 TC Kerg, 故 w 是 同 构 ， 1 

从 这 个 定理 ,我 们 立即 可 以 得 到 李 代 数 9 的 通用 包 络 代数 
U (9) 的 基 . 

定理 4. 6. 5(Poincaré-Birkhoff-Witt〉 设 域 玉 上 李 代 数 a 有 
基 m…z，, 又 xx 是 9 上 张 量 代数 Te) 到 9 的 通用 包 络 代数 
Ge) 的 自然 映射 , 则 UC(9) 有 如 下 形式 的 基 : 

{on (ve) ea (v0) ,| Si Ei nm = 11,2.). 

证 设 o 为 T(9) 到 8 上 对 称 代数 SC(9) 上 的 自然 映射 . 由 前 

面 的 讨论 知 , 有 下 面 映射 交换 图 表 : 


由 于 cl( ws © vi Oe Ou) ,Ei nm = 0, 
1,2,…) 是 S” 的 一 组 基 , 故 

gv Ov DV) (1 SiS Cin) 
是 G6” 的 一 组 基 . 于 是 zwi)xGv)r(v0 (1 开放) 
在 UV 中 线性 无 关 , 且 生成 的 子 空间 是 Ui 在 U 中 的 补 子 空间 . 


由 UCg) 二 UU 是 滤 过 代数 , 故 {1,x Gv)*…zCv) 11 过 计 考 is 声 
入 一 0 


nm 一 1,2,…} 是 Ulg) 的 一 组 基 ， 1 
推论 。9 到 UG) 中 线性 映射 i 是 一 一 的 . 
证 ”这 是 因为 i(v)) = x(v)) ,而 Xv1) ,x(vs),… ,x(v,) 是 线 
性 无 关 的 , 故 ? 是 一 一 的 ， 下 
通常 将 上 面 Poincare-Birkhoff-Witt 定理 简称 PBW 定理 . 由 
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此 定理 及 其 推论 ,i 将 9 嵌入 到 U(g) 中 ,因而 ,以 后 可 以 认为 8 是 
Ug) 的 子 空间 , 且 U (9) 由 6 与 1 生成 . 若 vi ,v2，*… ,Uv 为 0 的 基 ， 
则 UC) 有 基 


]， VnTi Ti 1 < 12 委 “"° A in < A 1,2,°° 
习 题 


1. 设 忆 是 李 代数 8 的 包 络 代数 ,又 设 i 是 8 到 UU 的 相应 的 映 
射 . 若 对 9 的 任何 包 络 代数 a, 相 应 的 9 到 a 的 映射 为 疡 都 存在 乙 到 
a 的 代数 同 态 加 使 得 

j= $eoli. 

试问 UU 是 否 为 8 的 通用 包 络 代数 . 

2. 设 91,4;: 是 域 下 上 的 两 个 李 代数 ,? 是 9; 到 9; 的 满 同 态 ， 
(i,U (97)) 是 ,的 通用 包 络 代数 ,ii 为 相应 的 4 到 U(x) 的 映射 ， 
则 存在 UC91) 到 如 (8;) 的 满 同 态 9 ' 满足 


12“。 儿 一 [aM “8219 
即 下 面 的 映射 图 是 交换 图 表 . 
g; a 
Ug1) (9) 


3， 设 是 李 代 数 g 的 理想 ,多 为 U(g) 中 由 i(a) 生成 的 理想 ， 
则 有 8/a 到 UGg)/ 统 的 线性 映射 ;满足 
j(zX 二 0) 二 1(X) 十 吏 ，YxE€Eg， 
且 (j,U(8)/ 殉 ) 是 4/a 的 通用 包 络 代数 . 
4. 设 8 是 域 六 上 有 限 维 李 代数 .证明 9 的 通用 包 络 代数 UCg) 
无 零 因子 . 
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5. 设 6 是 域 尺 上 有 限 维 李 代 数 , 关 是 9 的 张 量 代数 了 到 9 的 
通用 包 络 代数 过 的 自然 同 态 ,是 工 到 % 的 对 称 代数 S 的 自然 同 
态 . 若 W 是 7”g 的 子 空间 且 同 构 于 S” = cl(T"9). 试 证 ,zx(w) 是 
Ui 在 Uw 中 的 补 子 空间 ,其 中 

U, = x( S70). 

6.， 设 9 是 李 代 数 9 的 子 代数 ,又 xz…z 是 的 基 ; 
( Us Un VU ,Um) 是 a 的 基 . 证 明 

1) 由 一 一 映射 

8 一 9- 一 CCq) 
诱导 的 U(9) 到 U9) 的 同 态 是 一 一 的 ， 

2) U(9) 是 一 个 自由 乙 (9)- 模 , 由 

1， Vi Vi "Vi, 1 二 11 22 去 Rm, k= 1,2,. 
构成 一 组 自由 基 . 

7， 试 证 ， 李 代数 g 的 内 导 子 adx(x € 9) 可 以 扩充 为 UG) 的 
导 子 . 

注 ”更 一 般 地 有 9g 的 任何 导 子 DD 均 可 扩充 为 其 通用 包 络 代数 
U (8) 的 导 子 . 此 结果 的 证 明 可 参看 N. Jacobson;《Lie Algebras》 
的 第 五 章 $ 1. 


$7 自由 李 代数 


本 节 将 介绍 自由 李 代 数 的 定义 及 其 存在 唯一 性 . 自由 李 代 数 
的 重要 性 在 于 任何 李 代数 都 是 某 个 自由 李 代数 的 商 代 数 . 

定义 4.7.1 设 X 是 一 个 非 空 集合 , 称 域 F 上 的 李 代 数 8 为 
由 立 生 成 的 自由 李 代 数 , 如 果 久 到 李 代 数 m 中 任 一 映射 96 都 能 叭 
一 地 开拓 为 8 到 mm 的 同 态 . 

类 似 地 ,我 们 可 以 定义 自由 结合 代数 的 概念 . 

定理 4.7.1 由 非 空 集 合 X 生成 的 域 尺 上 的 自由 李 代数 存 
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在 ,而 且 在 同 构 意义 下 是 唯一 的 . 

证 ”我们 先 证 明 存 在 性 . 以 V 表示 以 XX 为 基 的 域 上 的 线性 
空间 ,T(V) 为 V 的 张 量 代 数 . 因而 TC(V) 对 于 括 积 : 

[z,y]=r@y~ yOr, Yr,y ETV) 

是 一 个 李 代 数 . 设 9 为 李 代数 了 (7Y ) 的 由 XX 生成 的 子 代数 . 

设 9 为 X 到 李 代 数 m 中 的 映射 .于 是 0 可 唯一 地 开拓 为 了 到 
m 中 的 线性 映射 .又 设 mm 的 通用 包 络 代数 为 VCm) , 它 由 和 与 单位 
元 素 1 生成 , 故 9 可 唯一 地 开拓 为 T(V) 到 U(m) 的 结合 代数 的 同 
态 .于 是 开拓 后 的 9 也 是 李 代 数 T(V) 到 李 代数 cm) 的 同 态 . 由 
0(V) 三 m,[mm]Em; 故 0 已 唯一 地 开拓 为 8 到 如 的 同 态 . 故 4 
为 由 XX 生成 的 自由 李 代 数 . 

下 面 证 唯一 性 . 设 9,9, 均 为 X 生成 的 域 尺 上 的 自由 李 代数 ， 
于 是 idx 可 以 分 别 唯一 地 开拓 为 8 到 8 的 同 态 ids ,61 到 8 的 同 态 
id ,8 到 81 的 同 态 $,61 到 6 的 同 态 少 于 是 有 

J $=idy, $°y= idi,. 

或 者 说 有 下 面 的 交换 图 表 : 


| 
9 


因而 g= 办: 为 6 到 0 的 同 构 映射 ， | 
注 “在 这 个 定理 的 证 明 中 已 经 用 到 了 的 张 量 代数 : 
TY) =To7 了 TY 十 … 十 Ter 十 ……， 
它 是 蕊 生成 的 域 怀 上 的 自由 结合 代数 . 我 们 同样 可 以 证 明 由 关 生 
成 的 自由 结合 代数 在 同 构 意 义 下 是 唯一 的 . 


多 
一 一 一 -一 -01 
da idx 
yy 


(Di 


1 
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定义 4.7.2 设 9 是 集合 和 生成 的 域 f 上 的 自由 李 代 数 ,J 是 
一 指标 集 ,a 是 8 中 由 {fj17 € 7} 生成 的 理想 ,x 是 8 到 商 代数 g /a 
的 自然 同 态 . 称 x(X) 为 8 /a 的 生成 元 组 ,并 称 

xf;=0, jE€EJ 
为 8 /0 的 生成 关系 . 

例 4.7.1 设 mr…z 是 域 尺 上 李 代数 的 基 ,Cx(1 过 
i, jk 二 nn) 为 对 应 的 结构 常数 . 令 筷 一 (ze 9: 和 一 
名 ,定义 为 

(zi ) 一 了 1 一 1 2 
于 是 6 可 开拓 为 由 六 生成 的 自由 李 代数 9 到 mn 的 同 态 . 显然 ,这 个 
同 态 9 是 满 同 态 , 于 是 m 与 9 /Kerb 同 构 , 由 [zi,zj] = Cn, 
即 
[0( x!) ,0( x;) |= 2 C8 X14)， 

因而 

Oz Br Br — Dc)= 0. 
于 是 Kerb 为 {z!@z) 一 刀 @xi 一 了 Cizhl1 志 i,j 过 nn) 生成 
的 理想 . m 的 定义 关系 为 

[zx;,z;] 一 Cm =0,，1&<ij<n. 

从 这 个 例子 可 以 看 出 ,任何 有 限 维 李 代数 是 某 个 自由 李 代 数 
的 商 代数 . 其 实 由 自由 李 代 数 的 定义 知 ,这 一 结论 可 将 “有 限 维 ” 
的 条 件 去 掉 . 

以 下 假定 域 f = C, 并 设 


CU Cd “Qnr 
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是 一 个 不 可 约 x- 系 卫 对 应 的 Cartan 和 拖 阵 . 因而 有 
1) ai 一 az 一 一 0 一 2; 
2) arEZ- 天 7 
3) ai = 0 当 且 仅 当 a; 一 0; 


|an dl2 "* dx 


U2 G22 0 a2 


4) | > 0, k=1,2n; 
16 Cl ”Qepe| 

5) 对 任何 置换 矩阵 尸 ,P4P' 都 不 是 准 对 角 和 矩阵 . 

若 一 个 = 阶 方 阵 4 满足 上 述 性 质 1).2) 与 3), 则 称 4 是 一 个 
广义 Cartan 和 矩阵. 若 广义 Cartan 矩阵 还 满足 性 质 5), 则 称 为 不 可 
分 解 广 义 Cartan 矩阵 . 以 下 从 一 个 不 可 约 x- 系 对 应 的 Cartan 和 矩阵 
4 出 发 构造 李 代数 的 过 程 对 一 般 和 矩阵 ,尤其 是 对 广义 Cartan 矩阵 
稍 加 改变 也 是 可 行 的 (参见 Kac, 《Infinite dimensional Lie 
algebras 》). 

5| 理 4.7.2 设 4= (a;) 是 一 个 不 可 约 x- 系 对 应 的 Cartan 
和 矩阵 ,4 的 阶 为 a. 又 设 98 是 由 

入 一 {e1629° ,Crs Rs has ee 记 大 ) 
生成 的 C 上 的 自由 李 代 数 ,V 是 C 上 的 维 线性 空间 ,vi ,v2,…: ,vw 
是 V 的 基 浊 一 工友 ,万 ,,… ,万 ,) 是 5 的 子 空间 ,XE 和 * , 则 
1》〉 可 以 定义 6 在 V 的 张 量 代数 
TV = STV 


上 的 作用 ,满足 下 面条 件 : 一 
hl=Ah).1, VhEY; (1) 
fra=va, Va€ETW EiCn; (2) 
hv Da)=— a atv Dh.a, VaE Ty, (3) 
ei1'1=0,，1<i<n; (4) 
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ei(viQa)=oh atvdera, Ya€ETV. (5) 

2) TCOV) 对 于 9 的 上 述 作 用 成 为 6 模 . 

3) 设 定 为 8 中 由 {fei,p] 一 6h, [hf] 十 arp, [hj] 一 
axep [hhij|1 志 i,j 志 nn) 生成 的 理想 , 则 评 .，T(V) = 0. 

4) TOV) 也 是 9 /RK - 模 . 

证 1) 显然 由 (1) 一 (5) 可 递 推 地 定义 ,ei, 有 (1 和 i 迄 n) 
在 TCV) 上 的 线性 作用 .由 于 9 由 半生 成 , 故 可 定义 9 在 T(V) 上 
的 作用 . 

2》 由 于 5 是 由 X 生 成 的 自由 李 代数 ,由 此 知 T(V) 是 革 模 . 

3) 显然 , (x €E 9 |z， T(V) = 0} 是 6 的 理想 . 

由 (1),(3) 两 式 , 用 归纳 法 容易 证 明 咏 的 作用 是 对 角 的 ,于 是 

[hh; TV) = 0. 
又 由 
[2;,f;]= ei(v; Wa) -vj 9 eia 
=6hat+v Waa—v Daa, VaET™Yy, 
因而 知 ， 
( [ef OR)T(V) = 0. 

再 者 ,由 (2) 与 (3) 有 
[志方 ]a = hh(v0a)— v; 0 hia 

一 一 aiv; Oa vOha—v Hha, VaE€ETy, 


( [Ri f+ af) T(V) = 0. 

显然 ,对 于 a E TV ,有 [bh,ejjJa 一 ej a 一 0, 故 
[Kiso a = oa 
车 对 a E TY 上 式 也 成 立 , 取 < = vi @aiaiE TV7. 于 是 有 
[hs a =h( Rai a) (a 二 Oa 
= nfihj a 一 auve O eja + ve Ohie, a 十 ab a 
+ agv: ® Cjay — uk; a — vi EK, a 
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= ardnk a + vi ® [hs Ja 
= ai( Ona + ve OO eja) 
= ajéj(vi OW a1), 
即 有 
( [ae 中 一 arej)TC7) = 0， 

综 上 所 得 结果 , 知 玉 .了 T(GV) = 0. 

4) 由 结论 3) 知 TGV) 为 6 /KK- 模 . | 

这 里 我 们 要 注意 上 述 证 明 并 未 用 到 4 的 特殊 性 , 故 T(V) 作为 
6- 模 及 尺 的 构造 与 4 的 选取 无 关 . 特别 ,可 取 4= 0, 即 有 

h:.1=0,， 1 区 i<n. 

下 面 我 们 讨论 李 代 数 9 /及 的 结构 ， 

引 理 4.7.3 9 与 定 如 同 引 理 4.7.2 所 述 . 又 设 x 为 8 到 9g / 民 
的 自然 同 态 . 记 

hi=a(h) ,6 = x00) ,fi =f), 1Si<n. 

ns 为 é 196 29 En 生成 的 6 /KR 的 子 代 数 ; Nn- 为 ,了 ，… 了 生 
成 的 子 代数 ;了 为 和 ,名 ,…, 记 生成 的 子 代数 , 则 下 面 的 结论 成 
MM: 

1) 6 是 交换 子 代数 , 且 有 基 记 ,ho，… ,后 

2) 5 -是 方 , 亡 ,…, 记 生成 的 自由 李 代数 ; 

3) 8 = 二 /人 有 子 代数 的 直 和 分 解 


3 一 二 日 十 全 (6) 
4) 8 有 唯一 的 对 合 自 同 构 w 满足 
wé) = ff wfi)= -6 wh)=—h, (7) 


因而 n+ 是 e 1,6 ,，… ,é, 生成 的 自由 李 代 数 . 

证 1) 由 式 的 定义 知 [Fs] € 这 , 即 有 [hs 名 ] 一 0. 故 引 
是 由 后 ,所 ,…, 包 生成 的 交换 子 代数 . 因而 EeE $5 ,有 ai€ C(1 声 
i 之 n) 使 得 太一 Dah 


167 


Re me 


下 面 证 明 有 ,所 ,…, 避 是 线性 无 关 的 . 如 果 有 二 3ahi = 0, 故 
= a 冯 , € 义 , 进 而 和 .TT(V) = 0. 因 而 


pe vj 一 oj 一 六 一 Ciaz)zj 一 0， 
由 此 得 
之 )aza， =0,， 1<j<n. 
注意 到 4 = (a 让 是 可 逆 和 矩阵 . 故 a 二 4a; 一 … 二 a, 一 0. 故 包 ,有 ,， 
… 沪 是 线性 无 关 的 , 即 为 9 的 基 . | 

2) 作 1 -到 TOV) 的 映射 使 得 f; 一 vw,1 志 i 委 n. 由 于 fi 
a 二 va, Ya€ TOV), 知 这 是 一 一 的 ,而 且 不 难 将 此 映射 扩充 
为 4 _ 的 通用 包 络 代数 U( n -_) 与 T(V) 的 同 构 ( Yzx En , 令 工 
— xX， 1). 因而 Nn 与 (olypz vn) 生成 的 自 由 李 代 数 同 构 . 故 
1 一 是 访 , 户 …， ， 广 生成 的 自 由 李 代 数 ， 

3) 用 归纳 法 不 难 证 明 {6,, ,名 ,1 声 i 声 n} 中 任意 5S 个 元 素 


(可 以 重复 出 现 ) 的 括 积 一 定 在 鲜 _ 十 和 十 鲜 ;之 中 , 即 有 


人 ~ 


8 = 人 i++ 外 4， 
又 设 x+ 和 nn € nh 日 使 得 
2& 一 7 十 大 十 2 一 0. 
于 是 
0 一 zz。1 一 +*1 十 4(A)1 十 m-，1. 
注意 到 0 
"1]=0. | 
在 证 明 结 论 2) 时 知 z ) 5 7) 同 构 , 旦 -> .1, 故 一 
0. 
由 6G- 模 TOV) 的 定义 知 ,w vv E To , 故 有 
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1 人 Wi 十 由 U 一 0，1 委 J 委 1. 
ni vj EE TV,h.v€E TV, 故 
h “vy 二 0，1 坟 ] 志 nn 
于 是 二 0, 进 而 ;一 0, 故 
= 十 日 十 久 ,. 
4) 在 9 中 可 定义 线性 变换 w 满 足 (7) 式 及 
ol Lz Eraser, Le ivzo]…]) 
= [wz), [oCza) ,or 1) wx) J ], 
其 中 居 E (8 150629556n9 1 far fh ha hh ). 
用 归纳 法 不 难 证 明 , 对 任何 m,% 的 定义 是 合理 的 ,从 而 得 到 性 
是 3 的 对 合 自 同 构 . 
由 (7) 式 知 ,w( Ri-) = mo = 一 6 和 i 和 nn), 故 入 
是 由 6 1,6 2,… ,6 。 生成 的 自由 李 代数 ， 
为 进一步 讨论 8 的 性 质 ,我 们 引进 下 面 一 些 符号 在 的 对 
偶 空间 5 中 取 元 素 a,0,，,… ,a 使 得 
: a(h)=as, li,j<n. (8) 
由 于 负 , 有 ,…, 名 为 1 的 基 ,A 一 (a5) 为 非 退 化 矩阵, 故 mw， 
…,a, 由 (8) 式 唯 一 确定 , 且 构 成 5* 的 基 . 令 


Q= {Dhak € Zi = 1,2,. 1), (9) 
i=1 
Q+= (Pha lk € Zi = 1,2,,n). (10) 
i=1 
显然 ,从 a(h,) 二 Qj € Z, 得 到 
a(h)) EZ, Ya€EQ. (11) 


引 理 4.7.4 沿用 引 理 4.7. 3 的 符号 及 上 面 (9),(10) 两 式 的 
符号 , 则 下 述 结 果 成 立 . 
1) 和 对 日 的 分 解 为 
169 


6 一 日 十 > 9. 十 9- 9 
EQ+ ccEQ@+ 
ax0 ax0 
其 中 
Be= (TE Hh,x]= ah)r, YhE b)}. 
2) 令 


zi = (ad é,) tle;, 1 天 7) 力 1 委 1 nn， 
yj = (ad fi.) it! f,, i i,jn, 
T,J 分 别 为 {zij} , (yi) 生成 的 n,n 的 理想 , 则 TI,J 也 是 4 的 
理想 , 且 $ 的 理想 K = 了 十 与 平凡 相交 , 即 K 由 = {0}). 
证 1) 由 于 (6) 式 , 且 7 -是 由 户 , 了 ,,… ,了 ,生成 的 自由 李 
代数 , 故 Nn - 中 元 素 可 以 表示 为 形 如 
Vio i 一 [， 9 [LA 9 9 [六 ,fi J | 
的 元 素 的 线性 组 合 . 又 
[hi Yi. |=— ( ai 十 Ci 十 … 十 ai ij] yi 


1 2 


一 一 (a 十 @ 十 喊 抽 二 a ) (hi)y,,.. 


1'2 Im 


于 是 有 
Ji € 8- 十 )， 
因而 有 
人 一 >) 4 
«EQ 
oz0 
同样 有 
人 + = be, 
EQ 
az0 


即 结论 1) 成 立 . 
2) 为 证 明 71,J 为 的 理想 , 先 证 明 
ad é i( y;;) = 0, 一 一 
1 三 可 j,k ?7 . 
ad fi( zi;) = 0， 7 的 
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这 两 个 关系 的 证 明 完 全 相同 . 因而 我 们 只 要 证 明 其 中 之 一 即 可 . 
当下 天 ;时 ,由 [et 广 ]= 0, 知 
adé@i( yi) = (ad fi) tlad és(f;) = 6,(ad fi) ntih, 
= cu(ad 广 ) -i(ai fi). 
由 于 as 闫 0 当 且 仅 当 aj; 关 0, 因 而 
ad é1( yj) = 0. 
设 和 二 i 令 8 二 LL(&i,f, 有 i) , 则 8 是 3 维 单 李 代数 . 于 是 
(ad, 8 ) 为 8 的 表示 . 由 于 [ai, 广 ] 一 0,[ 训 , 方 ] 一 一 eu 方 .由 第 三 
章 8 1 知 由 
fi, (ad fi) fs (ad f1)* fF ,~ 
张 成 一 个 不 变 子 空间 ,而 且 有 
adéi(ad f.):f;=t(— as—t+t+1)(adf) 1. 
特别 上 = 一 ai 十 1 时 ,有 
ad éi(ad 方 ) it1 f= adé,(y,)= 0. 
下 面 证 明了 ,J 为 8 的 理想 . 同样 ,只 要 证 明 其 中 之 一 即 可 .由 
adhi( yj) = ((as— 1l)an— an) ys 
[hs nC Rn 


知 [5 沐 j] 守 J. 又 [ii_,J] 忆 J ,再 由 


adé@i( yy) =0, adéi(f_) GC b+ih. 

知 adéei(J) 忆 J. 而 (64) 生 成 4, 故 [4,JC J. 于 是 [6 ,J 
J , 即 J 为 的 理想 . 同 理 了 也 是 6 的 理想 . 

显然 ,CI 十] 由 = {0). 

显然 ,一 了 十 了 是 由 {zyys11 志 i 记 j 志 nvi 关 首 生成 的 6 
的 理想 . 1， 

定理 4.7.5 设 8 ,K 如 引 理 4.7.4 所 述 ,又 记 x 为 4 到 9 一 
9 /K 的 自然 同 态 ,而 且 记 

b=x(b), n+ 一 x(?+)，n 一 r( 人) 
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hi=x(h), ei=n(é), fi=r(fi), 1<i<n, 
则 有 下 面 结果 ; 
1) 8 由 (hi,eiyfi1l 志 i 志 n} 生 成 , 且 
[hi,h; = 0， 1 ijn; 
Le;, fi l= 6h;, 1 <i,jn; 
[Lhi,e; |= aje;, 1 i,j 人 ns 
[hj, fl]=— as jj» 1 i,j 人 <n; 
ade;) “itle; =0, 1 Rij 人 ni j 
(adfi) “tif; = 0,1<i,jSnij 
2) 有 hi,hs,… ,hh 为 的 基 .4 对 6 的 分 解 为 


9 =b + Dg, 
a€Ah 


其 中 
Gs = {xz Eol[h,z] = a(h)r, Yh ED), 
A= (QiN AU (Q_N A). 
Q,Q+ 可 由 (8) 一 (10) 式 定义 ,只 是 将 (8) 式 中 名 换 成 hj.Q-= 
— Qj+. 
证 1) 由 引 理 4.7.4 知 1) 成立. 
2) 因为 上 门 5 = (0}, 故 二 x( 6 ) 与 5 同 构 .因此 如 ,hs， 
… ,hh 为 和 的 基 ， 
由 人 ;及 天 一 7 故 n 一 <( 人) 一生/ 六 由 全 站 玉 一 JW， 
故 n_ 一 zx( 全 )= 匀 /7. 于 是 有 
8 二 4 十 了 十 n-. 
由 与 5 同 构 , 故 了" 与 6' 同 构 .因而 再 由 引 理 4.7.4 知 结论 2) 
成 立 ， | 
我 们 最 终 将 证 明 8 就 是 以 4 为 Cartan 矩阵 的 单 李 代数 ,从 而 
给 出 了 单 李 代数 的 存在 性 一 个 统一 的 证 明 . 但 是 ,目前 我 们 甚至 还 
不 知道 9 的 维 数 是 否 有 限 . 为 此 ,我 们 要 进一步 研究 4 的 某 些 内 自 
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， 同 构 的 性 质 . 
习 题 

1. 设 X 是 一 个 非 空 集合 , 称 域 上 的 结合 代数 4 为 由 XX 生成 
的 自由 结合 代数 ,如 果 X 到 结合 代数 a 中 任 一 同 态 6 都 能 唯一 地 
开拓 为 a 到 4 的 同 态 . 试 证 ， 由 非 空 集合 和 生成 的 域 尺 上 的 自由 
结合 代数 存在 , 且 在 同 构 意 义 下 是 唯一 的 . 

2.， 设 a,9 分别 为 非 空 集合 和 生成 的 自由 结合 代数 ,自由 李 代 
数 .证 明 :a 是 9 的 通用 包 络 代数 ， 

3 设 g 是 X = {zz…zo} 生 成 的 自由 李 代数 , 玉 是 
{[zizjj11 志 i,j 太 nn}) 生 成 的 8 的 理想 . 试 求 8 /K 的 维 数 与 结 
构 . 

4， 设 8 是 X= {e,f,h} 生 成 的 域 C 上 的 自由 李 代 数 ,K 是 
(Le, 及 一 h,[h,e] 一 es[h, 有 十 了) 生成 的 6 的 理想 . 试 求 6/K 
的 结构 ， 


$8 复 单 李 代 数 的 存在 


上 节 我 们 对 一 个 不 可 约 x- 系 了 = {oyowy os) 对 应 的 
Cartan 窍 阵 4 = (ai) 构造 了 李 代 数 4 ( 引 理 4.7.2),0 一 8 /证 ( 引 
理 4.7.2) 及 g= 8/ 天 (定理 4.7.5). 本 节 将 证 明 6 是 单 李 代 数 . 

由 于 ,9 与 是 同 构 的 , 故 在 以 后 不 青 区 分 它们 . 特别 ,可 将 
hh 与 h(i = 1,2,.,7) 等 同 起 来 . 令 bx 一 ZR ” hi, 于 是 站 一 ba 
十 \ 一 1Dx. 由 于 wa € pb" = 1,2,.*,7) 使 得 4 一 (a(h;)) 是 非 
退化 的 实 方 阵 ,于 是 >)Re 一 酸 , 目 ses,…0 为 县 的 一 组 基 ; 


十 二 = 人 ES 号 
i=1 
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由 4 二 (a) 是 不 可 约 x- 系 对 应 的 Cartan 矩阵 ,于 是 在 由 = 
> Ru 中 可 以 引进 度量 (z,y) 使 其 为 Euclid 空间 , 且 
Qi 一 Qi (h;) 一 2( Qi ,0;) /A ojyoj) ， 
我 们 可 用 度量 (z,y) 将 bs 二 (县 ) "与 版 等 同 起 来 . 显然 ， 
h; 一 2a;/( Qj, 0;) 。 

引 理 4.8. 1 设 为 扣 中 关于 超 平面 一 {z € bal(z,e) 
= 0) 的 反射 ,以 W 表示 由 {rs11 过 1 之} 生成 的 2( Ba) 的 子 群 ， 
则 Vw EW,wQ =Q 并 且 W 是 有 限 群 

证 ”显然 7。€ Or), 又 


2! CA 
( a, a;) 


于 是 7,Q = Q. 显然 ,VY w e W,w(Q) = Q. 

由 于 a ,az,… ,a, 中 至 多 两 种 长 度 , 因 而 集合 {wla)il 二 i 声 
n,w € W}) 中 元 素 也 至 多 两 种 长 度 . 义 {wla)|1 i 入 nn,w € W) 
CQ, 故 {w(@)|1 志 i 世 n,w EW) 是 有 限 集 ,而 含有 Bi 的 基 . 于 
是 W 也 是 有 限 的 , 即 W 是 有 限 群 ， | 

显然 ,ra(1 志 71 志 n) 与 w(EW) 可 扩充 为 b 的 线性 变换 , 即 W 
可 视 为 GL(9) 的 子 群 . 

引 理 4.8.2 设 9 一 4 /K 如 同 本 章 $7 所 述 . 则 

1) ade;,adf; 是 局 部 医 零 的 ; 

2) 0 的 自 同 构 

0, = exp (adei)exp( — adf',) exp{ ade:) 


使 8 及 加 不 变 , 且 


ro ( oj) 一 ai 一 ao 一 Qi 一 arai， 


0 1 ra; 
Ol 一 WwW, 
3) 以 4 表示 9 对 9 的 根系 ,; 则 ww(A) = A,Yw€ W. 
174 


证 1) 令 
M=(zEollade) *r= 0,k EN). 
显然 M 是 8 的 子 空间 . 又 若 rz,y € M, 即 有 &,ks E N, 使 得 
(ade;) x 一 (adejey 一 0, 故 
(adei) tt([z,y]) 一 0， 
因而 [x,y] E M. 故 M 是 9 的 子 代数 .又 由 于 
(ade;) itle; = 0,， j 关 0; 
(ade;)e, = 0; 
(adei)%h,=0, 1<<j<n; 
(ade:) sf,=0,， 1AjQn. 
所 以 @j,fish;€E MUI1 志 j 志 7n), 于 是 MM = 9. 由 此 可 知 ade; 是 局 部 
将 零 的 . 同样 adf; 是 局 部 备 零 的 . 
2) 由 定理 4.4.2 知 9E€ Autg, 并 用 完全 类 似 于 定理 4.4.1 
的 证 明 方法 可 以 证 明 9,( bx) 二 ba, 且 0。|。, 一 ro 于 是 对 w EW， 
存在 9 € Anutg 使 得 615 = w. 
3) 设 wE W. 于 是 由 结论 2) 有 2 E Autg, 使 得 68) = 9， 
0( Da) 一 bx, 和 且 2 一 w. 又 设 aE A,es€ QohE 6, 则 
[h,0( ee) ] = 0( [0 1(h),e]) = 0( (a,01(h))e.) 
= (w(a),h) OCes), 
即 有 OCeo) E gw. 因而 ww(4) 一 4 
推论 ” 令 4= (tw 人 oil 所: 过 aeE 矶 } , 则 
4 SA4A; 和 = (A 站 QQ U (A U Q_). 
事实 上 ,由 w € 4, 故 wla) € A. 因 而 A A 又 由 定理 4.7.5 
的 结论 2) 知 A= (4NeQi)U (Iane-)， 于 是 4 = 
(SN QU (A NN QQ) 
引 理 4.8.3 设 MEQIUQ-_, 且 1E {kalk€ 2Z,a€ A), 则 
存在 w € W, 使 得 w(2) E QiU Q.. 
证 着 4 关 ka, YkEZ,a€ 有 A, 则 


-U 如 去 2. 
取 如 EB 一 US. 于 是 类 似 于 引 理 4. 2,1, 可 以 证 明 , 导 wEW, 使 
得 
. (wh),a) >0, 1<i<n. 
另 一 方面 ,车 一 Phe E QIU Q. ,uc = > 


= (4,h)= (wwlh)) -P(e ai ,ww (A1)) 


于 是 EQrUQ-， | 

推论 A 和 AC (LEaliEEZEaA)， 

事实 上 ,车 +E€E A, 则 YwE€EW,wQ) E€ ACQ,;UQ_, 于 是 ， 
由 引 理 4. 8. 3 知 结论 成 立 ， 1 

有 了 上 述 准备 之 后 ,我 们 可 以 证 明 , 对 任 一 不 可 约 x- 系 ,一 定 
存在 一 个 复 单 李 代 数 以 此 不 可 约 x- 系 为 素 根系 .这 只 要 证 明 在 本 
章 $7 中 构造 的 g = 8 /KK 为 单 李 代 数 即 可 . 

定理 4.8.4 设 A4= (an ) 为 不 可 约 7F- 系 也 一 (alyaz， 和 yan》 
对 应 的 Cartan 矩阵 ,又 

8 二 6 十 274% 

如 前 所 述 , 则 9 为 复 单 李 代数 . 

证 ”首先 我 们 证 明 

A=A= {wa)|l Cin,w EW). 
由 引 理 4. 8. 3 的 推论 知 
ACAC (kalk EZ,aE A}. 
若 ka€ A,kE2Z,aE A, 则 有 wEW 及 a;€ 卫 ,使 得 w(a) = a 
于 是 由 w(A) = A, 知 wlka) = ka; € 4. 但 是 由 引 理 4. 7.4 与 定理 
4.7.5 知 Ra EA4A 当 且 仅 当 一 士 1, 即 上 了 汉 士 1 时 ,pa 世 A4. 于 是 
Al =A. 
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由 于 dimg。 二 dimg-。 一 1， 由 引 理 4. 8. 2 的 证 明知 dimg。 一 1， 
YacEA4. 
设 a 为 6 中 交换 理想 ,于 是 由 [8,o]Sa 知 a 有 下 面 的 分 解 : 
"一 站 8 十 之 站 


车 8: 站 a 关 0, 由 dimg。 = 1, 知 9 Sa 由 此 知 {a et )S ,但 
{e,9.g_。} 生成 的 子 代数 是 非 交 换 的 , 故 9 fa = {0), YaeEa4. 
因而 “三 销 若 请 Eua, 则 
[4,es |= ( ai,h)er 一 0 (i7in)， 
即 
(a,h)=0, 1<i<n. 

于 是 = 0, 即 a = (0}. 故 9 是 半 单 李 代数 . 

容易 证 明 ,b 为 8 的 Cartan 子 代数 , 且 可 在 了 rx 选 取 次 序 使 了 == 
{qq4，"… Qn) 为 素 根系 . 由 区 是 不 可 约 的 , 故 9 是 单 李 代数 . 1 

注 ”用 本 章 $7 与 $8 中 的 方法 ,还 可 以 构造 一 类 极 重 要 的 
无 限 维 李 代数 , 即 Kac-Moody 代数 . 详细 的 介绍 可 参看 V. Kac 所 
著 “Infinite dimensional Lie algebras”(second Edition, 


Cambridge University Press , 1985) 的 第 一 章 至 第 四 章 . 


习 


1. 设 A= | “| 对 应 的 不 可 约 r- 系 为 一 {a yaz } 


试 按照 本 章 8 7 与 8 8 的 方法 构造 9, 9 与 9, 并 证 明 9% 与 六 (3,C) 
同 构 . 

2. 设 A = 0 是 nn 阶 方 阵 ,5 是 2n 维 的 线性 空间 . 

1) 试 证 在 5 与 5* 中 分 别 存 在 线性 无 关 部 分 组 hi ,hs,… ,hh 与 
Cl1yQ2z 0 使 得 

ui = 0, 1&i,j&n. 
2) 试 证 存在 由 ,ei,f,(1 志 i 过 x) 生成 的 李 代数 9 满足 下 列 
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定义 关系 ， 


Le;,f;]= 6,h;, 1&i,jn; 
[h,h’] = 0, Vh,h' € 9b; 
Lh,e; | = a(h)e;, Yhe b; 


[h, fi |=— a(h)f, VAED. 

3) 设 r 为 8 的 与 9 平凡 相交 (Bb 门 + = (0)) 的 极 大 理想 , 试 
求 8 /rt 的 结构 . 

4) 求 g 的 中 心 C 与 导 代数 (8 /r) 

5) 令 C) 一 (4 = Dzh|>)z = 0,zi€ 多). 试 证 Ci 是 
(9 /Tr)' 的 理想 , 且 (9 /r)'/C) 是 22 十 1 维 Heisenberg 代数 (参看 
第 一 章 8 4 的 习题 3). 
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第 五 章 ” 复 半 单 李 代数 的 分 类 


本 章 将 讨论 复 半 单 李 代数 的 分 类 问题 . 自然 ,这 个 问题 归结 为 
复 单 李 代数 的 分 类 问题 . 首先 ,我 们 将 证 明 一 个 复 单 李 代数 只 与 一 
个 Dynkin 图 相对 应 . 这 一 事实 ,主要 依赖 于 复 李 代数 的 Cartan 子 
代数 是 共 思 d 的 . 其 次 ,我 们 将 证 明 两 个 复 单 李 代数 车 有 相同 的 
Dynkin 图 ,它们 必定 是 同 构 的 . 由 于 连通 Dynkin 图 的 分 类 问题 业 
已 解决 , 故 复 半 单 李 代 数 的 分 类 问题 也 就 圆满 地 解决 了 . 


$1 可 解 李 代数 的 Cartan 子 代数 


- 设 9 为 复数 域 C 上 的 李 代 数 . 沿用 第 四 章 8 4 的 符号 , 以 
-4 (89) 表示 9 的 强 赛 零 元 素 的 集合 . Z(9) 表示 由 (exp(adz)|z € 
-YC9)} 生成 的 Autg 的 子 群 , 除 在 第 四 章 8$ 4 中 所 述 有 关 人 (8)， 
@(9) 的 一 些 性 质 外 ,下 面 的 性 质 也 是 有 用 的 . 

引 理 5.1.1 设 9 是 李 代数 9 到 李 代 数 9; 的 满 同 态 ,人 (9)， 
-4 (9 分 别 为 9,9: 的 强 震 零 元 素 集 , 则 
PC 9) ) = Ng1), (1) 
而 且 对 w E 8(91) ,一 定 存在 co € 8(9) 满足 
Poe0 一 0 。 见 (2) 
即 下 图 为 交换 的 同 态 图 表 
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证 设 z,yE89. 由 
PLz,y]) = [PCz)， p(y)] 
知 
pady=adg(y) .9, VyE€n. (3) 
于 是 ， 
(adyg(y) — hidy) .p= 9. (ady— hid), YAEC. 
由 此 可 得 
gp( 0ady)) CS 911( adgly)), 
因而 
HN 三 Ng), 
反之 ,; 设 ZEAN(9), 故 有 y E44,A4E C,4 关 0 及 kEN 使 
得 
(ady 一 Aid,) “x’ = 0. 
由 于 9 是 满 同 态 , 于 是 3 x,y € 9 使 得 z 二 9x),y' 二 Fy). 因 而 


(adg(y) 一 hids ) ‘p(x) = 9 (ady — Xids) zx) = 0, 
故 
z 一 (ady 一 4iduj^z E Kerg. 
由 于 Kerp 是 9 的 理想 , 自然 为 ady 的 不 变 子 空间 , 于 是 有 
Kery 的 子 空间 Vi 满足 下 面 三 个 条 件 ， 
Kerp = Kery f) g(ady) 十 了， 
ady(V1) EC Vi, 


(ady 一 Aid,) y € GL(V). 


于 是 ,有 zo。E Kerp 站 gi(ady) ,zi ET 使 得 
Zz 二 zo 十 之 1， 
及 € WW 使 得 
(ady — Aido) iz = (ady — Aido) tz GET， 
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由 于 (ady 一 4id,) ， E GL(V1), 故 有 xz, E Vi, 使 得 
(ady — Aido) 1 tz = (ady — Aide) tz,, 
于 是 
(ady — Aids) "(zx 一 zs) 一 0， 
即 z 一 zz € gx(ady). 但 是 
PCZ 一 22) = P(r) 一 2 


因而 
Gl 9aCady)) = 911Cady(y)). 
由 此 可 得 
PHN)) = G Uyady))= U gCadp(y)) 
EY HI EQ 
4#0 a0 
一 -f (91) 9 
即 (1) 式 成 立 . 


不 妨 设 o 为 .和 (9,) 的 生成 元 , 即 中 = exp adz ,zx' E 人 NV(g1). 
由 (1) 式 知 ,有 E NH(9), 使 得 x' = 二 wz)， 故 c == exp adz E 
G(9). 由 (3) 式 得 


站 Ms 


9 6 -| ,二 ed 一 之 | 9p (adx)” 


-这 本 adp(z))"g=0 。 

因而 Yo € 2()， 存在 o € 2G(o) 使 (2) 式 成 立 ， 是 

引 理 5.1.2 设 ? 是 李 代数 % 到 李 代数 9 的 满 同 态 . 又 设 5, 了 h 
分 别 为 90,9: 的 Cartan 子 代 数 , 则 

1) q() 为 81 的 Cartan 子 代数 

2) 8 二 1 了 1) = {x € 819(x) € 外} 的 Cartan 子 代数 为 8 
的 Cartan 子 代数 . 

证 ”由 于 9 为 8 的 Cartan 子 代数 .因而 存在 正则 元 x。€ ,使 
得 8 一 goCadzo). 由 日 笑 零 知 (8) 为 981 的 早 零 子 代 数 , 且 有 

go(adzo) = hE!(9D)) = b+ Kery, 
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又 g1C9(B)) 与 其 在 9 中 的 正规 化 子 N,(g 1(9X9))) 都 是 adzo 的 
不 变 子 空间 ,因而 adzo 在 商 空间 
Na(g (pb))) /9 1 (p09)) 

上 诱导 的 线性 变换 4(zo) 是 可 道 的 . 

为 证 209) 为 81 的 Cartan 子 代数 ,只 要 证 明 

Ns (90B)) 一 99). 
现 设 x'E€ No (40)). 又 TE 使 xz’ 二 97x), 则 YYy€91(9(9))， 
有 Vy) E 909), 且 
9ZCLz,y]) = [$x) ,wy = Lr’ ,Cy)] € 0), 
故 [z,y] E91(99)). 因 而 xz E Ns(g 1(9(0))) ,由 此 得 [zx ,zo] € 
9 1(9XK9)). 这 就 是 说 
AClzo) (z+ ggB)))= 0. 

注意 到 4(zo) 是 可 道 的 , 故 z 十 gi(9(9)) = 0,， 即 有 xz 人 E 
7 (PC9)) 故 忆 一 wz)E 99). 由 此 有 96) 一 No (gC9)),gl9) 为 
91 的 Cartan 子 代数 .结论 1) 得 证 . 

现 设 为 6 二 9 1091) 的 Cartan 子 代数 ,其 中 外 为 9: 的 Cartan 
子 代数 ,于 是 9) 是 88) = 也 的 Cartan 子 代数 .但 名 是 容 零 的 ， 
故 292) 一 bh. 

设 zE No), 则 9z) E Ns (gb)) 二 No (b1) 二 了 抽 , 故 z EE 
V1( 拉 ) 一 #. 因 而 zE NG) = Bb,, 故 

ND,) 一 2， 

于 是 多 为 9 的 Cartan 子 代 数 ， | 

定理 5.1.3 设 4 是 复数 域 C 上 的 可 解 李 代 数 ,b ,bs 是 9 的 两 
个 Cartan 子 代数 , 则 存在 ceE 2(9) 使 得 

oh) = bh. (4) 

证 ”对 dimg 作 归 纳 证 明 . 当 dimg = 1 时 ,或 4 为 短 零 李 代 数 
时 ,9 本身 就 是 8 的 Cartan 子 代数 ,结论 自然 成 立 . 现 设 9 是 可 解 
的 ,但 非 磊 零 的 , 设 4 为 8 中 非 零 的 , 维 数 最 小 的 交换 理想 . 于 是 
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a 关 4. 又 设 g 为 6 到 91 = 9/a 的 自然 同 态 ,9 ,9 为 6 的 Cartan 子 
代数 ,于 是 时 = ZB) G = 1,2) 为 g 的 Cartan 子 代数 . 又 由 于 
dimg; < dimg ,由 归纳 假设 可 知 ,存在 € @(9:) 使 得 
o (bh)= bh. 
但 是 由 引 理 5.1.1 知 , 存 在 o € 68(9) 使 得 
09 一 9。0， 
因而 ,车 令 包 = 97!( 刀 ) , 则 有 
9( olb1)) = 0o'g(81) = o'(b) 一 b. 
因此 
. o(81) = 8,, 
而 且 oC01) ,bi 均 为 8 的 Cartan 子 代数 .以 下 分 两 种 情形 来 讨论 . 
1) 若 dimb; = dimgz < dimg, 则 由 归纳 假设 存在 + € @(8;) 
= Z(94,8) CC 6(8)( 参 看 第 四 章 3 4) 使 得 
ro(b) = b,, 
因而 定理 成 立 . 
2) 车 dim&i = dimbs = dimg ,这 时 
9 一 久 十 4 一 入 十 0%. 
在 和 中 取 正 则 元 zo, 则 = goCadzo), 首先 我 们 证 明 
a 一 > 'gi(adzo)， 
Az¥0 
或 者 , 换 一 种 等 价 的 表示 
adzo|。 € CZLCa)， 
事实 上 ,a 是 adzo 的 不 变 子 空间 ,于 是 
4 一 0o 十 0.， 
其 中 
ao 一 a 门 多 ，a.=an Cade) 


于 是 [92,a ， jcua， , [D2 0ojSao, 因 而 aoya。 均 为 0 的 交换 理想 . 由 
dimna 的 最 小 性 知 ,ae 二 a 或 4. 一 0. 若 ao 一 0, 则 6 一 多, 这 与 9 是 
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非 短 零 的 矛盾 . 故 a, 一 na = 之 /0k(adzo) ,于 是 
0 


6 一 入 十 0. 

同样 
| = 外 十 %. 
故 对 于 zeE 旬 有 yyE 儿 ,zxzEna 使 得 
2Zo 一 yy 十 >z。 


又 由 adzoj* 是 可 逆 的 , 故 有 x E a ,使 得 
z 一 adzo(z) = [xo,z’ | =— adz’ (zxo0). 
由 于 a 是 交换 理想 ,因而 
(adz')2u = [z’,[z',u]]= 0, Vu€n. 
于 是 
es 一 id 十 adz' € Autg， 
故 
es (zo) = ro [z'sro] =xo0mz= y. 
由 于 ze 为 正则 元 , 故 y 也 为 正则 元 , 且 
bh = go(ady) = estgo(adzo) = er (b,). 
最 后 ,说 明 e*” E 2(8). 事实 上 , 设 
z= Dj zi€ (adro) ES a, 
120 


显然 ， 
z2E NO),， 4 4 时,[zi,zn] = 10, 
因而 
er 一 于 [es € 2(0). 

Ma 

这 样 ,我 们 完成 了 定理 的 证 明 . 

注 ”此 定理 称 为 可 解 李 代数 的 Cartan 子 代数 的 共 罗 定 理 . 

习 题 


1. 设 4 为 C 上 二 维 非 交换 代数 .确定 9 的 强 寄 零 元 集 .和 9) 
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与 8(9), 从 而 决定 9 的 所 有 Cartan 子 代数 . 
$2 极 大 可 解 子 代数 


本 节 将 给 出 极 大 可 解 子 代数 与 殷 物 子 代 数 的 若干 性 质 ; 特 别 ， 
将 给 出 复 半 单 李 代 数 的 极 大 可 解 子 代数 与 抛物 子 代 数 的 结构 . 抛 
物 子 代数 与 极 大 可 解 子 代数 在 代数 群 、 李 型 单 群 与 齐 性 空间 理论 
中 都 是 很 有 用 处 的 . 

定义 5.2.1 若 李 代数 9 的 可 解 子 代数 8 不 是 9 的 任何 可 解 子 
代数 的 真子 代数 , 则 称 b 为 9 的 极 大 可 解 子 代 数 或 Borel 子 代数 . 
若 9 的 子 代 数 # 和 包含 9 的-- 个 Borel 子 代 数 , 则 称 ? 为 4 的 抛物 子 
代数 . 

我 们 可 以 将 9 与 9 的 Borel 子 代 数 都 看 成 6 的 抛物 子 代 数 . 

引 理 $.2.1 李 代 数 9 的 Borel 子 代数 b 的 正规 化 子 为 b( 称 b 
是 自 正规 的 ), 即 

Ni CD) = b. (1) 

证 设 zE NCP), 则 由 zx 与 6 张 成 的 6 的 子 空间 b= 二 L(xz) 
十 b 是 8 的 子 代数 , 且 由 [61,b1] 导 了 知 bi? 可 解 , 故 b 可 解 .由 b 是 
极 大 可 和 解 的 ,因而 b= bi. 故 xz Eb, 因 而 (1) 式 成 立 ， 上 

可 解 李 代数 的 Borel 子 代 数 就 是 李 代 数 本 身 ,而 非 可 解 李 代 
数 的 Borel 子 代数 的 问题 在 一 定 意义 上 归结 为 半 单 李 代数 的 Borel 
子 代数 的 问题 . 

定理 5.2.2 设 t 是 李 代 数 g 的 根基 ,而 且 t 关 4. 又 x 为 8 到 
9 人 上 的 自然 同 态 , 则 9 的 Borel 子 代数 与 9/t 的 Borel 子 代 数 在 
下 有 一 一 对 应 关系 ， 

证 设 b 为 9 的 Borel 子 代数 , 故 rGb) 一 定 是 9/t 的 可 解 子 
代数 . 于 是 存在 gr 的 Borel 子 代数 0 二 rG). 由 x :GD)/ 与 5 同 
构 可 解 , 知 < (61) 可 解 , 于 是 

x 1(D) = hb. 
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因而 
xb) = bb. 
即 x(b) 是 9/r 的 Borel 子 代数 , 且 
TEb, b=x (rx)). (2) 
反之 , 设 为 gt 的 Borel 子 代数 .于 是 ,x-1(b1) 为 9 的 可 解 
子 代数 ,于 是 存在 9 的 Borel 子 代 数 p 使 得 
bx 0) Dr, 
因而 
x(b) Db. 
又 xb) 是 可 解 的 , 故 rC) = pb. 因此 
b= arb)) = x Cb), 
即 x-!1(b) 是 9 的 Borel 子 代数 . 
故 z 是 8 的 Borel 子 代数 集 到 g/t 的 Borel 子 代数 集 的 满 映射 ， 
而 且 从 (2) 式 知 这 个 映射 也 是 一 一 的 ,于 是 定理 成 立 。 1 
以 下 我 们 讨论 复 半 单 李 代数 的 Borel 子 代数 与 抛物 子 代数 的 
一 些 性 质 . 
定理 5.2.3 设 4 人 是 复 半 单 李 代数 8 对 其 Cartan 子 代数 8 的 
根系 .在 ba 中 取 好 一 种 次 序 后 ,A+ 为 正 根系 , 则 


b=6b+ Dg (3) 


ccEa+ 


是 6 的 一 个 Borel 子 代数 , 称 为 9 的 标准 Borel 子 代 数 . 
又 若 A+ 是 关于 ba 的 另 一 -次 序 的 正 根系 ， 


b=0+ > 8 
€a 


为 对 应 的 标准 Borel 子 代数 , 则 存在 9 € 2(9) 使 得 
6b) = b’, (4) 
证 因为 
[6,6] 一 > Qe» 
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而 了 >) 8 是 宕 零 的 , 故 6 是 可 解 的 . 设 b 定 b ,而 b 关 b. 注 意 到 b， 
a€ A 
在 ad8 下 不 变 , 故 

b=b + Dg 

A 

其 中 4 满足 

A AD Ai. 
因而 有 a€ 4A_ 使 一 a€ 4. 因 b 包 含 3 维 单 李 代数 Ca 十 9 十 9-。， 
故 5; 不 是 可 解 的 ,于 是 b 为 9 的 Borel 子 代数 . 

设 下 为 8 关于 6 的 Weyl 群 .由 定理 4.2.3 知 3 w€W 使 得 
w(A1) 一 A. 由 定理 4.4.1 知 存在 9 € (8) 使 得 01s, = w, 且 
0(g0) = ge ,于 是 

00) = b', 
即 (4) 式 成 立 ， 1 
”这 个 定理 说 明 对 同一 个 Cartan 子 代数 日 的 两 个 标准 Borel 子 
代数 在 8(9) 下 共 斩 . 下 面 讨论 复 半 单 李 代 数 9 的 一 般 Borel 代数 
的 性 质 . 

定理 5.2.4 设 8 是 复 半 单 李 代数 9 的 一 个 Borel 子 代 数 , 则 
下 面 结论 成 立 . 

1) 设 zEbz 的 Jordan 分 解 为 x = zz; 十 zx,, 则 ,zx, EDbi 

2) 6 中 一 定 有 非 零 的 半 单 元 与 非 零 的 磊 零 元 ; 

3) 存在 9 的 标准 Borel 子 代数 b。 使 得 


bf bo A (0}; (5) 
4) 若 5,bo 均 为 标准 Borel 子 代 数 , 则 
dim( b (| bo) > rankg. (6) 


证 1) 设 zE€b.x 二 xz 十 Zz, 为 xz 的 Jordan 分 解 .由 定理 
2.2,1 知 adx,,adx, 是 adz 的 和 多项式. 因而 
adz,(b) Cb, adxz 0) Cb. 
由 引 理 5. 2. 1 知 
ZE NP) =b, zr, €E Ni) 一 1. 
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故 结论 1) 成 立 . 
2) 若 b 中 无 非 零 的 半 单 元 .zEb, 设 其 Jordan 分 解 为 z 一 一， 
十 z. 由 结论 1) 知 zz € b. 因而 z, 一 0, 故 z = zx, 是 短 零 的 . 故 
由 定理 2. 3. 1 的 推论 知 ! 是 医 零 的 . 又 由 引 理 2. 5.1 知 N,(b) ==b， 
故 6 为 8 的 Cartan 子 代数 .但 由 定理 3. 2. 1 知 复 半 单 李 代数 9 的 
Cartan 子 代数 中 任何 元 素 都 是 半 单 的 . 这 就 产生 了 矛盾 . 因此 ,b 
中 一 定 有 非 零 的 半 单 元 . 
车 中 无 非 零 的 短 零 元 , 则 由 上 面 的 讨论 可 知 6 中 任何 元 素 都 
是 半 单 的 . 由 Engel 定理 与 Lie 定理 知 , VY x € bd,adzlt 是 宪 零 
的 . 但 adz 又 是 半 单 的 ,故人 adz)2 二 0. 再 由 adz 的 半音 性 知 
adz(b) == 0, 因 而 6 是 交换 李 代 数 . 又 8 是 极 大 可 解 的 ,自然 是 极 大 
交换 的 .由 定理 3. 2.1 知 58 为 9 的 Cartan 子 代数 . 但 Cartan 子 代 数 
不 是 极 大 可 解 的 , 故 b 中 一 定 有 非 零 的 靶 零 元 . 
3) 设 轩 为 Borel 子 代数 5 中 极 大 交换 , 且 任 何 元 素 均 为 半 单 
元 素 的 子 代 数 . 由 结论 1) 与 2) 知 包 天 (0) ,因而 存在 9 的 Cartan 
子 代数 了 己 扩 . 根据 定理 5. 2. 3 可 以 构造 一 个 标准 Borel 子 代 数 bo 
二 9 二 有 刀 , 于 是 
bf bb A (0}, 

即 结 论 3) 成 立 . 

4》 由 定理 5. 2. 3 知 
dimb = dimb, = rankq 十 记 IA|， 
于 是 
dim(b 站 bo) = dimb + dimbo — dim(%b + bo) 

= rankg + dimg 一 dm(b 十 bo) 
之 rankg. 

由 此 知 (6) 式 成 立 。 1 

定理 5.2.5 设 4 人 ,4+ 与 瑟 分 别 为 复 半 单 李 代 数 9 对 其 
Cartan 子 代数 9 的 根系 , 正 根系 与 素 根系 ,b 为 g 对 于 4+ 的 标准 
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Borel 子 代 数 . 若 9 的 抛物 子 代 数 了 二 5, 则 有 IH 和 I= 
(aa 和 ya 使 得 


p=b+ 2 9， (7) 
a€ 41 ULHo] 
其 中 
[HJ]= (a= Sha € Ala € Ho,k = 0). (8) 
证 ”由 于 CbSCyp, 故 Pp 对 6 有 分 解 
和 一 入 十 D9, 
aE 和 0 
而 且 4+SASA. 
令 = 一 (ANMN(—H)). 
下 面 证 明 
[HNA=A NA. (9) 


由 了 ,的 定义 知 一 开导 A 由 于 Pp 是 子 代数 , 故 知 [Hj] 门 A-SE Ai 
站 A_, 现 设 a E 和 门 4_ ,于 是 


a 一 一 Dn,, ki GE Z+. 


对 ht( 一 a) = 2% 作 归 纳 法 证 明 « € [HNA. 
显然 , 当 ht( 一 a) = 1 时 ,a € (一 I,) CC [0 站 4A. 假设 
ht( 一 a) 二 名 一 1 时 结论 已 经 成 立 , 当 ht( 一 a) = 上 时 , 故 有 a € 
HH,BE A 使 得 
一 a 一 os 十 0， ki 天 0. 
于 是 由 a€ aaa 0 € 41, 知 
-P=at+a €EANA., 
ht8=&k—1, 有 8 
一 和 一 一 了 Rio 一 (As 1) a， 
i 关 io 
—%=a+BEANA.. 
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由 归纳 假设 知 当 名 关 0 时 ,a: € 三, 即 ce [Dj 人 站 A_. 因 而 (9) 式 
成 立 . 由 (9) 式 即 得 
A = [Ho] UA, 

即 定理 成 立 ， 1 

通常 将 定理 5. 2. 5 中 的 抛物 子 代 数 记 为 praj. 容易 证 明 ,对 区 
的 任何 子 集 了 ,可 由 (7),(8) 得 到 9 的 一 个 抛物 子 代数 . 若 [1。 一 
好 , 则 b = pcay. 若 了 ,一 卫 , 则 9 二 Pra 故我 们 不 妨 将 9 本身 与 8 
的 Borel 子 代数 均 视 为 9 的 抛物 子 代数 . 


习 题 
1. 设 为 素 根系 工 的 子 集 . 试 证 
pa] 一 日 十 
是 9 的 抛物 子 代数 . 
2， 证明 9 的 抛物 子 代数 przr 是 自 正规 的 , 即 
Ns OPE) = Pea. 
3. 若 .p1,pz 都 是 包含 标准 Borel 子 代数 的 抛物 子 代数 , 试 证 
dim(pi 站 pz) > rank 9. 


4， 设 9 为 复 李 代数 ,z 为 6 的 根基 . 试问 8 的 抛物 子 代数 与 9/? 
的 抛物 子 代 数 之 间 有 何 关系 ? 


Qa 
a€ AL UILA] 


3 3 ” 共 轿 性 定理 


本 节 将 证 明 复 李 代 数 的 Borel 子 代数 是 共 轿 的 ,进而 证 明 复 
李 代数 的 Cartan 子 代数 是 共 罗 的 . 本 节 的 结果 与 基 域 的 性 质 有 
关 , 例 如 实 李 代数 的 Cartan 子 代数 不 一 定 是 共 斩 的 . 这 点 请 读者 
引 理 5.3.1 设 人 4,A+ 为 复 半 单 李 代 数 g 对 Cartan 子 代数 5 的 
根系 , 正 根系 ,(z,y) 为 8 的 Killing 型 ,g 的 标准 Borel 子 代 数 为 
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b=b+ 2 0 (1) 


则 8 中 所 有 帮 零 元 的 集合 为 
= >，9。， (2) 
a€E 4+ 
而 且 | 
nl 一 (zx € 9|(z,n) = 0}= b, (3) 
bit= {x € 9|(zx,b) = 0})=1. (4) 


证 显然 ,n 中 的 元 素 都 是 者 零 的 ,反之 , 设 z 在 b 中 ,但 不 在 
n 中 , 则 
工 二 五 十 > kea, 


其 中 hE ,hh 关 0;es € 9o. 取 e_。E€ 9-。, 使 得 (es,e_。s) 二 1, 由 及 关 
0, 故 了 BE 44, 使 (8,h) 天 0, 故 有 
adz(ep) = (h,B)es 十 > en， 
由 此 立即 可 得 可 
(adzx)”es = (h,pB)”es 十 2 0, VmEN, 


因而 adx 不 是 乱 零 的 .于 是 1n 为 所 有 睾 零 元 的 集合 . 
设 z 二 有 h 十 安生 十 这 &e-。€ nt, 则 


Fry 
(z Zoemu) = 0， YaoE 4+ 
成 立 当 且 仅 当 
有 0，VYoaEA， 


郧 当 且 仅 当 
工 二 有 十 >》, kes € 0. 


EA 


因而 (3) 式 与 (4) 式 成 立 。 上 
推论 。 复 半 单 李 代数 9 的 标准 Borel 子 代数 b 的 所 有 和 宫 零 元 
的 集合 为 n = 6 是 b 的 理想 . 
191 


这 是 (1) 式 与 (2) 式 的 必然 结论 ，。 | 
3 引 理 $. 3. 2 设 复 半 单 李 代 数 g 对 其 Cartan 子 代数 5 的 根系 ， 
正 根系 与 标准 Borel 子 代数 为 A,A} 与 b1, 即 
b= 了 十 之 Qa 


又 设 n(b1) 为 6 的 所 有 响 零 元 的 集合 ,bs 为 8 的 Borel 子 代数 , 且 外 ， 
门 8 天 (0) ,以 n 表示 bi 门 bs 的 所 有 得 零 元 的 集合 . 
1) 若 n 关 40), 则 % 二 NaCn) 为 9 的 真子 代数 ,并 有 和 的 Borel 
子 代 数 6; 满足 
nebflbCeNb EC Cy G= 1,2), 
如 右面 的 示意 图 . 
2) 若 n 一 {0}, 则 钠 一 bh 站 bs 是 9 的 交换 子 8 
代数 , 且 有 o E 480b1) ,使 得 | 
ob0) Sh. b 
证 显然,n = 二 nCb1) 门 b, 从 引 理 5. 3.1 知 六 
n 为 8 的 筹 零 子 代 数 , 且 | | 
[bo nm ben Sn, ND fb: 
故 为 6 站 6 的 理想 , 妈 ~、/ 
bf bs EE Nn) =8. : 
1) 若 n 关 (0) ,注意 到 + 是 客 零 的 ,9 是 半 单 
的 , 故 # Cg.8 为 9 的 真子 代数 . 显然 ,nmnEb nb 
和 介 bi. 由 于 人间 b; 是 可 解 的 ,于 是 存在 8 的 极 大 
可 解 子 代数 , 即 Borel 子 代数 6 之 8 门 %. 下 面 证 明 外 门 b; 关 bi 站. 
任 取 x En, 由 于 bi,bi 门 b 都 是 adz 的 不 变 子 空间 , 于 是 adz 在 
b./ Cb Nb;) 上 诱导 了 一 个 线性 变换 Xi. 显然 X; 是 器 零 的 . 于 是 由 
Engel 定理 知 , 有 y GEGhbi 一 (8 NN b,) ,使 得 [y; bz] € bl NN b,, 而 [Ly;， 
zj € bf? , 故 [y;,z] 是 宪 零 的 ,因而 [yi,x] E nm. 于 是 
y ELNDb, y. Eb Db,. 
2) 若 n 二 {0). 设 rE 站 b,x 二 Zz 十 Xz, 为 的 Jordan 分 
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解 . 故 由 定理 5.2.4 知 zz Eb 门 bzEn=(0). 故 工 一 ， 
即 b 门 6 中 任何 元 素 都 是 半 单 的 . 再 由 定理 5.2.4 的 证 明知 
b, NN b; 一 bi 为 交换 子 代 数 而且 
bi* NBi=n) N= {0}. 

显然 

Co GDSNe (bh). 
反之 , 设 bE Ne (外 )E 和 i, 则 有 [2, 菇 所 负 站 8 二 10), 故 [8, 苛 一 
0, 因 而 

Ns (Bb) =C,, (Di). 

若 旬 为 Ns GD 的 Cartan 子 代数 ,由 上 式 可 知 昌 二 ,bs 为 宪 
零 子 代数 . 若 zE Ns (了 2), 设 1:€b, 于 是 [x,tj€ BSN, (Di) 二 
Ce (了 1). 因此 [z,[Lz,zjj==0, 即 (adz)*x 二 0. 由 于 adz 是 半 单 的 , 故 
[,z] 一 0, 因 而 zE Cu (8) 几 Ns (2), 故 

Ne (hs) = Noe, Gu (Bz) — Na, 6 Ch2) =b,. 
由 此 可 知 旬 是 的 Cartan 子 代数 . 由 定理 5.1.3 可 知 存在 vE 
ce(bi) 使 得 o(B2) 二 了, 故 cCDDS9. | 

定理 5.3.3 设 bb: 为 复 李 代数 9 的 两 个 Borel 子 代数 , 则 
存在 cEeE(9) ,使 得 

a(bl) 一 bz， (5) 
即 b 与 8 在 9 中 是 共 示 的 . 
证 令 呈 站 0 在 5 中 的 余 维 数 为 
codim (bfN6,)=dimbi— dim(bi Nb,). 
我 们 对 dimg 与 codim (81 门 6,) 作 归纳 证 明 . 

显然 ,dim9 王 1, 或 9 可 解 时 定理 成 立 ， 

又 当 codim (bi 门 bt =0 时 , 则 号 门 一 0, 即 的 志 b. 而 与 
b: 均 为 8 的 极 大 可 解 子 代 数 ,于 是 b= 二 bz. 故 定理 仍 成 立 . 

设 t 为 8 的 根基 ,不 妨 假 定 t 关 9. 如 果 ? 关 {0), 设 x 为 8 到 9/r 
的 自然 同 态 . 由 定理 5. 2. 2 知 wx(b1) ,x(b) 为 9/r 的 Borel 子 代数 . 
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由 于 
dimg/Y<dimo ， 
因而 由 归纳 假设 知 有 ES(9/r) ,使 得 
0 (Cr(bD)) 一 x(b2)， 


由 定理 5. 2. 2 知 
b, 一 x 1(x(CbD))， 
又 由 引 理 5.1.1 知 有 0E€@ (9) 使 得 
nO=0 x, 
因而 


b=x (0 xP))=r x0 ))=00). 

故 b 与 b 在 2G) 下 共 斩 . 

下 面 讨论 *= {0) , 即 6 半 单 的 情况 ， 

首先 ,假定 b 是 关于 6 的 Cartan 子 代 数 日 及 其 正 根系 A+ 的 
标准 Borel 子 代 数 , 且 bi 人 门 b; 关 {0}. 记 bb 门 b; 中 寡 零 元 的 集合 为 
n. 

1) 车 n 关 {0)., 由 引 理 5.3. 2 知 有 

nbfbCe fb EECo, i1=1,2, 
其 中 8 二 Nn) ,ci 为 的 Borel 子 代数 . 由 于 
dimg <dimg， 
因而 有 cE8G%) 一 6806,8)SSEC9) 使 得 
0Ccz) 一 (1. 
显然 ,oCb2) 也 是 8 的 Borel 子 代数 ,而且 
(=0o(6,) Ca(b,). 
因而 
dim(¢ (1o(B,))=dimc 宕 dim @ (Nb) >dim(®b, (Nb,). 
换言之 ， 
codim (bf\ ob,))<codim (bb,). 
由 归纳 假设 知 , 有 0E€ 2 (9) 使 
Gab,)=Db, 
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即 b, 与 tb 在 ZC) 下 共 圈 . 

2) n 二 {0}. 由 引 理 5.3.2 知 名 =bi 门 bz 是 交换 子 代数 , 且 有 o 

Ee2(CDSZ(9) 使 得 

oh ) ED. 
显然 a06,) 与 bs 共 思 e, 且 bi 人 gb) 二 obi 门 b,)= 二 o091)SSb. 故 若 以 
ol(%,) 代 替 b;, 则 可 假设 纪 旺 9. 下面 分 成 三 种 情形 讨论 . 

(i) 轴 一 了 .由 于 Cbs 以 及 8 和 bb 则 有 weE4+ 使 得 9--E02. 

因而 由 定理 4. 4.1 知 有 &Ec(9) 使 得 9. 的 一 ,0.(9-.) 一 9 从 而 
LA EDL 
于 是 
codim (bi (1 0,8,))<codim(b Nb,). 
由 归纳 假设 知 ,存在 r(9) ,使 z9.66;) 二 bi1, 即 此 时 定理 成 立 . 

(ii) 旬 夭 9, [bs,9 一 0, 即 bsCC 09). 注意 到 dimC, (9) 过 
dimg,9SCe (01), 取 Cs (Cb) 的 Borel 子 代数 pb 二 5, 由 于 b 也 是 
Cs 了 1) 的 Borel 子 代 数 , 故 有 rEe2(Ce(9D)D)EE(9) 使 得 r(b) 一 63. 
于 是 由 Cb1 门 b;, 知 

codim(b 门 bb)<codim (Nb,), 
因而 有 0E€ E(9) 使 得 0200 一, 即 br) 一 bp 故此 时 定理 也 成 
入, 

(11) 如 关 B, 但 [b;,9] 关 0. 于 是 有 XEbs,tEb, 使 得 [1 ,xj]= 

az 其 中 acEO, 且 ca>0. 令 
A={a€E Ala()€EQ0,a()>0}, 


$=b 二 DQ. 
2€4 


显然 ,5 是 9 的 可 解 子 代数 . 取 9 的 Borel 子 代数 6 二 ,于 是 
bfNN bo0, 
即 
codim (Bb (Nb;)<codim (Nb,). 
故 有 OEcZ(q) ,使 得 90(b,) 二 bi ,而且 bs 也 是 0 的 标准 Borel 子 代 数 
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(对 0G) 与 6(4+)), 且 
bs b, ob +RzOD, NDb,, 
即 有 
codim (bs Nb,)<codim(b Nb,). 
(这 里 ,右边 是 b, 门 bs 在 b 中 的 余 维 数 ,左边 是 b 门 bs 在 b 中 的 
余 维 数 . ) 于 是 有 rEG(g), 使 得 r(b2) 一 bs , 故 9r(b;) = 二 61, 即 定理 
亦 成 立 . . 

其 次 ,假定 b1,b; 都 是 标准 Borel 子 代数 ,由 定理 5. 2.4 的 结 
论 4) 知 dim(b 门 6,) 汪 0, 即 b 门 6 关 {0). 故 由 上 面 讨论 知 bi,bs 在 
G() 下 共 斩 . 

最 后 , 若 b,b: 为 8 的 任意 两 个 Borel 子 代数 ,由 定理 5. 2.4 
的 结论 3) 知 ,存在 的 标准 Borel 子 代数 bi 使 得 .站 6; 尖 {0) ,i 二 
1，,2. 因 而 由 习 与 和 在 (9) 下 共 斩 ,b 与 bs 在 @(9) 下 共 斩 知 b 
与 9 在 2) 下 共 斩 . 

总 之 ,Y 一 {0} 时 ,6 的 Borel 子 代数 在 G(@) 下 共 斩 ， 

综 上 所 述 ,定理 得 证 . | 

推论 1 设 b1,b; 都 是 复 半 单 李 代数 9 的 Borel 子 代数 , 则 

dim(b 门 9) 之 rank 9. (6) 

推论 2 设 b 为 复 半 单 李 代 数 9 的 Borel 子 代数 ,n(b) 为 6 中 

所 有 和 寿 零 元 的 集合 , 则 
bi={zrEg| (7x,8)=0)=n(b), (7) 
nb)L 一 (rzEglCznOb) 一 0) 一 0. (8) 

由 于 定理 5. 3. 3， 这 两 个 推论 中 的 Borel 子 代 数 bi,b, 与 b 都 
是 标准 Borel 子 代 数 , 故 由 定理 5. 2. 4 的 结论 4) 知 (6) 式 成 立 . 而 
由 引 理 5. 3. 1 知 (7), (8) 二 式 成 立 . 

下 面 我 们 证 明 复 半 单 李 代 数 9 的 任意 两 个 Borel 子 代数 一 定 
包含 有 公共 的 Cartan 子 代数 . 这 个 事实 在 微分 几何 中 是 很 有 用 
的 .为 此 ,我 们 先 证 明 两 个 引 理 . 

引 理 5.3.4 以 (x,y) 表 示 复 半 单 李 代 数 9 的 Killing 型 ,ai， 
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az 是 9 的 两 个 子 空间 , 令 
Qi ={rEQ| (rT,0) =0)},， i=1,2. 


则 
(01+as) ~—at Naz, (9) 
二 a 二 (qi 人)+. (10) 
证 (9) 式 是 很 容易 证 明 的 ,而 且 易 知 
ozL 十 ao 并 Ca 人 aas) 
另 一 方面 ,又 有 


dim(ait 二 at)=dimai +dimat —dim(at /Naz ) 
一 2dimg 一 dimal 一 dimas 一 dimCal 十 az) 
=dim(ai a2)+,， 
故 (10) 式 也 成 立 。 
引 理 5.3.5 设 bb: 是 复 半 单 李 代 数 9 的 两 个 Borel 子 代 
数 ,myns 分 别 为 bj,b: 的 乔 零 元 素 的 集合 , 则 
b=n+ Wb), i=1,2. 


证 显然 ， 
mi 十 (Wb NB) ED NN nt+b,). 
又 若 xXEB Nm 十 b;), 即 有 a€n,bE Bb, 使 得 x 二 a 二 b. 于 是 5= 
z 一 aEbi 人 nb, 就 有 zEm 十 (oa 门 b:), 因 而 
mi 十 (Co 门 b) 一 b 门 (Cn 十 b2). 
又 显然 有 
mfNn:=bi ny. 
由 定理 5. 3. 3 的 推论 2 及 引 理 5. 3.4 有 
b=nt =m+ BNm))t=n NN BN ne)t 
一 b (NOt+nt)=b mt+b,) 
一 ni 十 (0 们 b:). 
同样 可 证 
b=ns+ Oo fd). 1 
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定理 5.3.6 设 b,b: 为 复 半 单 李 代数 9 的 两 个 Borel 子 代 
数 , 则 bi 门 bs 中 一 定 包含 9 的 Cartan 子 代数 . 

证 令 4a 一 有 门 bz,nm 为 6 中 所 有 竹 零 元 的 集合 , 则 由 引 理 
5. 3.5 知 

D 一 a 十 mi 

设 息 为 a 中 元 素 皆 半 单 的 极 大 可 换 子 代数 ,由 于 [9 ,ngS 
ni; 有 i 门 m 一 40), 故 有 a 的 子 空 间 ai 满足 下 面 三 个 条 件 : 

1) Bisa Ea; 

2) a hh; 

3) a 一 十 ac 人 ni， 
注意 到 [9,aSamni, 故 由 3) 知 [由 ,= 一 (0). 设 zEaz 的 
Jordan 分 解 为 X==x; 十 x». 于 是 由 定理 5. 2.4 知 zzeEu, 且 zsE 
am 站 m. 又 VAE 外 ,有 [zy 由 =0, 即 adz(A) 一 0. 而 adz, 是 adz 的 常 
数 项 为 零 的 多 项 式 ( 参 看 第 二 章 $ 2 的 习题 1) , 故 adx,(h) 二 0. 由 
入 的 定义 知 xz; Eb 加 .再 由 a 满足 的 性 质 3) 知 z==0. 因而 ai 中 所 
有 元 素 都 是 半 单 的 . 故 a: 一 和 所, 即 有 


4 一 入 十 a 门 ni. 
再 由 引 理 5. 3. 5 知 
b) 一 fm 十 (站 6 一 ni 十 4 
一 ma 十 a 门 ma 十 入 一 负 十 ni， 
于 是 


dimDb 一 rankg. 

故 自 是 g 中 极 大 交换 子 代 数 ,而 且 其 中 元 素 都 是 半 单 的 , 故 思 为 
9 的 Cartan 子 代数 . ‖ 

最 后 ,我 们 证 明 在 复 半 单 李 代数 分 类 理论 中 关键 之 一 的 Car- 
tan 子 代数 的 共 轿 性 定理 . 

定理 5.3.7 设 息 ,多 是 复 李 代数 6 的 两 个 Cartan 子 代数 , 则 
入 与 多 在 如 (9) 下 共 罗 , 即 有 20E2(9) 使 得 009 一生. 

证 设 b,b 分 别 为 包含 所 ,9 的 9 的 Borel 子 代 数 , 于 是 外 ， 
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b; 分 别 为 bi,b; 的 Cartan 子 代数 . 由 定理 5.3.3 知 有 rEdG(9) 使 
得 rb1) 二 b, 因 此 rb) 是 9 的 ,也 是 bs 的 Cartan 子 代数 . 由 定理 
5.1.3 可 知 有 co€G(b,)CE(9) 使 得 olr(b1)) = 二,, 于 是 9==or€ 
(9) ,使 得 00 一 5 1 


习 题 


1. 设 bi,b; 为 复 半 单 李 代数 6 的 两 个 Borel 子 代 数 ,n 为 电站 
b: 的 短 零 元 素 的 集合 . 试 证 下 述 条 件 等 价 ; 

1) n= {0); 

2) bi 人 Nbs 为 8 的 Cartan 子 代 数 ; 

3) dim (bb,)=rankg. 

2. 设 p 是 复 半 单 李 代数 9 的 抛物 子 代 数 . 试 证 存在 9 的 Car- 
tan 子 代数 了, 使 得 


和 一 pm 一 和 十 > g, 


4+ UE] 

其 中 4A; 为 9 对 的 根系 A 在 某 次 序 下 的 正 根系 ,II 为 对 应 素 根 
系 卫 的 子 集 . 

3. 设 p 是 复 半 单 李 代 数 6 的 抛物 子 代数 . 试 证 

1) CP)= (0); 

2) Der?=adp， 
即 ?为 完备 李 代数 . 

4. 设 p 为 复 单 李 代 数 9 的 抛物 子 代数 . 试 证 p 不 能 分 解 为 两 
个 非 平凡 理想 的 直 和 . 


34 分 类 定理 


由 于 复 半 单 李 代数 可 分 解 为 单 李 代数 的 直 和 ,而 且 这 种 分 解 

除 这 些 理想 的 次 序 外 是 唯一 的 ,因而 复 半 单 李 代 数 的 分 类 问题 归 

结 为 单 李 代数 的 分 类 问题 . 本 节 将 解决 这 一 问题 , 我 们 仍 以 (zx,y) 
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表示 李 代数 9 的 Killing 型 ， 

定理 $. 4. 1 复 单 李 代数 9 对 应 唯一 的 Dynkin 图 . 

证 设 妃 ,b 为 6 的 两 个 Cartan 子 代 数 ,Ai,Az 分 别 为 0 对 
加 ,Bb; 的 根系 . Ii, 分 别 为 A1, A 的 素 根系 . 由 定理 5. 3.7 知 有 
91.€E@(9) 使 得 0.(01) 二 和 .由 于 (91(x) ,BC(y)) 二 (zy), Yrx,yE9; 
@ (xy]))= [ry VzyyEg. 因 而 ,9 (CA) 一 4, 故 
bp (CT 为 纪 在 某 种 次 序 下 的 素 根系 . 设 风 为 由 则 确定 的 而 eyl 
群 , 由 定理 4.2.3 知 ,有 wwE 攀 使 得 w(b (CD)) 一 人 .再 由 定理 
4.4.1 知 有 0EZB() 使 得 2 ly, 一 ww， 因而 6= 0600. € 8 (4) 使 得 
000)=b,,0(0)=H;. 故 ,I 所 确定 的 Dynkin 图 相同 . 1 

推论 。 设 Wi,W; 分 别 为 复 半 单 李 代数 9 对 Cartan 子 代数 
b ,9 的 Weyl 群 , 则 Wo 与 W; 同 构 . 

事实 上 ， 由 于 有 0€ 8 (9) 使 8.(9b,) =b, 以 及 0 (A) = A,,， 
(0(z),0(y)) 二 (x,y) 知 Wi 与 W; 同 构 . | 

为 证 明 有 相同 Dynkin 图 的 复 半 单 李 代数 同 构 , 我 们 需要 对 
复 半 单 李 代数 的 结构 常数 进一步 研究 . 

设 复 半 单 李 代数 9 对 其 Cartan 子 代 数 # 的 根子 空间 分 解 为 


9 =b+ Sg, (1) 
a€Ea 
在 gs，9-: 中 分 别 取 eye_ 使 得 
(ee_o) 一 1. (2) 
又 设 a,BEA,a+B 取 0, 由 Lec,egjE9c+4p; 可 记 
Leesep j= N ageat pg. (3) 


定理 5.4. 2 设 和 为 复 半 单 李 代数 8 对 其 Cartan 子 代数 5 的 
根系 ,es,e_。, Nog 等 如 上 所 述 . 则 下 面 结果 成 立 ， 
1) a,BEA,a 二 BP0, 则 


Nap=— Npas (4) 
2) a,B,7EA,H at+p+7=0, 则 
Np= Np = Nyo; (5) 
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3) xp,7Y， GE A,a 十 B 十 7 十 6 二 0, 且 a,B,Y,S 中 任意 二 根 之 和 
均 不 为 零 , 则 


NeNri 十 NoNio 十 NaNer 一 0; (6) 
4) a,BEA,a 十 B 关 0,; 过 BB 的 a- 链 为 {B 十 ka| 一 pk 过 gqg), 则 
NeaN-o pg——7q(p+ 1D) ee). (7) 


证 1) 由 于 [eese]= 一 [es,2d], 故 (4) 式 成 立 . 
2) 由 于 a 十 8 二 一 YE A,a 十 7 二 一 BE A, 故 由 
([e,,eg],ey)+ (eg [esse,))=0, 
及 (3) 式 得 
Ng(esrg’€y) + Nay (egsesty)=0. 
又 由 (2) 式 与 (4) 式 得 
N= Nra, 
同样 ,Nw 二 Ng, 即 (5) 式 成 立 . 
3) 车 二 YEA, 由 a 十 8 十 Y= 一 6€ 4, 知 
[Le,, [egyey 1 =NpN,, prye_s. 
因为 a 十 (8 十 7) 十 6=0, 由 (5) 式 知 


Napt7=— New, 
于 是 
Le, Lessey ll=— NeaNpes. (8) 
车 B 十 YEA, 由 Np==0, 知 (8) 式 仍然 成 立 . 类 似 地 ,有 
[es, Le,ses] l= —NpsNre-s, (8’') 
[e,, Le,,es])|=— NysN apes. (8") 


:将 (8),(8') 及 (8) 相 如 ,再 由 Jacobi 等 式 得 
NopNyai NaNaat NaNe=0, 
即 (6) 式 成 立 ， 
4) 由 定理 3.2. 4 之 结论 3) 有 
[ess [esses]]=—qcp+ asa)en. 
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男 一 方面 ， 

[eos [essep]]=NoagN eata ep. 
从 一 a 十 Ca 十 B) 十 (一 8)==0 及 (5) 式 知 

人 -oa+p 一 人 -6p -一 一 信 -。-6p， 
于 是 


NaN _. 5 一 一 二 ge(p 十 D) (ova)， 


即 (7) 式 成 立 ， 上 1 上 

定理 5.4.3 设 卫 = {a,as,… ,a,) 为 复 半 单 李 代 数 9 的 素 根 
系 , 则 

1) erwyetoy…yeta 生 成 9; 

2) ya,p8EA,a 十 8 天 0,No 由 {NeslwaE 了 ,5c4+) 完 全 决定 . 

证 记 g 为 由 ers ,eta，,…,ers 生 成 的 8 的 子 代数 ,由 于 a= 
[ease-sj]E91, 故 bs 又 VeEa4+ , 若 aoE 卫 , 则 ecgli; 若 wE 卫 ， 
由 定理 3. 4. 2 的 结论 5) 有 ai€E 卫 ,使 得 a 一 a:E A1. 显然 ,ht(a 一 o) 
二 hta 一 1, 车 eo_sa E41, 则 [9 ,4] 二 9. 忆 91. 同样 ,9-。S91, 故 9= 
91, 即 结论 1) 成 立 . 

2) 我 们 首先 将 问题 归结 为 ,8 都 是 正 根 的 情况 . 

车 a,PE 人 A-, 则 一 a, 一 BE A+. 由 (7) 知 


Na=—Zq (p+ ad Np 


” 即 Ne 可 被 N-。,-p 表 出 ,其 中 一 a, 一 BE Aj. 

若 a,B 中 一 为 负 根 ,一 为 正 根 ,不 妨 设 a€ A- ,BE Al ,此 时 分 
两 种 铺 形 ， 

(i) at+BEA, 则 No 一 0; 

(ii) a 十 BEA. 记 7=a 十 B, 于 是 a 十 B 十 (一 7) =0. 因而 由 (5) 
式 有 

Np= Np,_r=N _y. 
车 7YE 44, 则 一 7,a€ 4A-_ ,于 是 Nw 可 被 Ny,-s 表 出 ,这 里 7, 一 a€ 
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A 人 .车 7YEAh-, 则 B88, 一 7YE A ,Nag 可 被 Np,-y 表 出 . 

综 上 所 述 ,结论 2) 归 结 为 a,8E 4A+ 的 情形 . 我 们 对 hta 十 htB 
与 ht8 作 双 重 归纳 证 明 . 

显然 ,hta 十 ht8= 二 2 时 ,hta 王 ht8=1, 亦 即 cpE 工 ,结论 自然 
成 立 . 设 hta 十 ht8 一 & 一 1 时 结论 成 立 , 现 证 hte 十 ht8 一 上 时 结论 
成 立 .车 htB8=1, 结 论 是 显然 的 , 故 设 htp>>1, 即 PE A 一 了 I. 因而 
由 定理 3.4.2 之 结论 5) 有 7YE4A+,xE 五 ,使 得 B==7 十 @, 故 ht 一 
ht8 一 1. 令 a 十 B=6, 于 是 有 

a 十 7Y 十 ww 一 SG 一 0， 
且 wy,w 与 一 8 中 任何 两 个 根 之 和 不 为 零 . 故 由 (6) 趟 有 
NorNe se 十 NoN_o 十 Na，_sNn 一 0， 
显然 Near 天 0. 又 由 于 一 8 十 8=0, 故 由 (5) 式 与 (4) 式 有 
No,-s=Nps=— ab 
因而 
Nop—=Nad (NaeN -or t+Na,_eNye). 
由 于 一 6 十 7 十 (a 十 Qa) 二 0, 故 
和信 -sy 一 Ny,a ata =—Nate ,ye 

而 htCai 十 a) 十 ht7 二 ,ht7 二 htBp 一 1. 又 对 htB8 的 归纳 假设 知 ,N_x 
可 被 (NoelwET:eEa4+} 表 出 ， 

由 于 a 十 (一 6) 十 (a 十 7)=0, 故 

No ,3= Naty,a, 一 —Na,atr. 

于 是 Na,-3 可 被 (Noe|aj€E,e€ 4+} 表 出 . 

由 于 hty 十 hta 一 上 一 1, 故 Nn 也 可 被 {Nee|ay€E 了 ,e€ 4) 表 
出 . 

于 是 hta 二 htp=& 时 ,结论 2) 也 成 立 . 因此 结论 2) 对 任何 a,B 
EA 成 立 ， 上】 

下 面 我 们 将 完成 复 半 单 李 代 数 的 分 类 理论 . 

引 理 5.4.4 设 9,9%' 是 两 个 复 半 单 李 代数 . (xz,y),(z',y)'， 
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,了 ;A,A 及 Ba, 分别 为 8,98' 的 Killing 型 ,Cartan 子 代数 ,根系 
及 根系 生成 的 Euclid 空间 . 又 ?是 到 加 的 线性 同 构 ,上 且 pg(A4)== 
A'. 则 9 是 Euclid 空间 的 同 构 , 即 
(PCz) HAY = zy) Vr,yEDBa. (9) 
证 设 a,BEA4, 且 过 86 的 oe- 链 为 {8 十 ha| 一 p 二 kg). 由 于 9 
是 线性 同 构 , 且 (4A)=4, 故 we) ,9B)E A ,月 过 HB) 的 g(a)- 链 
为 
(8) 十 Ap(a) | — pSRqg)}. 


因而 有 
(a,pB) _ (pa), p(B)) 
(asa) (g(a), Pla) 
于 是 
(a,0) ; 
(0 P= ga) ,ay (gla) ,PB))'. 
记 


ca= (Qa,a)/ (Gla) ,pla))'. 
同样 ,考虑 过 a 的 8- 链 , 则 可 得 
(apB) 一 ce(P(a),2C8))， 
于 是 有 c. 一 cp 一 <. 另 一 方面 又 有 
(op) = BY) 
= 0c? >) Hp (PCD ,YY 


HANES 
= cpla) ,p(B))’, 
因而 c=c, c=1, 即 
(a,B)= (gla) ,8B))'. 
又 由 A, 人 A 中 含 了 如 ,bx 的 基 , 故 8 为 Euclid 空间 的 同 构 。 1 
引 理 5.4.5 9 如 引 理 5.4.4 所 述 , 则 pg 可 开拓 为 8 到 g' 的 李 
代数 的 同 构 . . 
证 记 和 =pla), Ya€A. 在 Ba 中 取 定 一 组 基 mi ,zs,… ,x 
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引进 对 此 基 的 字典 序 . 于 是 有 正 根系 A+ 与 素 根系 [= {eyaz，…， 
Cn )}， 显然 ,bs 中 对 基 P(X1) ,P(X2) 9 ;P(Xz,) 的 字典 序 所 确定 的 正 
根系 , 素 根系 分 别 为 Ai+=9A1),T =o1)= {0,0 0 ). 令 


么 = {a€E Al |hta| Sh), 
A= {a EA| |hto |<&}. 
显然 有 
BA 一. 
令 


go 一 9，0 一 日 十 2> 79。， 
caE 4 
9 = 0=b + 2 


dEA, 
于 是 9,g' 的 子 空间 序列 
god Cs 
Le ee 
都 是 有 限 的 . 


现在 我 们 逐步 将 8 开拓 为 4 到 % 的 线性 后 构 , 且 满足 ， 


[wz) ,97 一 MLzy])，Vzyy[z JE0k， 
将 每 次 开拓 后 的 映射 仍 记 为 只 
设 rz,yE 了 加 . 令 
wz 十 V 一 1 轨 一 wz) 十 /一 ICy)， 
于 是 pg 是 9%。 到 % 的 线性 同 构 , 且 满足 条 件 (12). 并 且 
(PCz) PC 一 (zy)， YzryyEgo. 
为 进一步 开拓 2 取 e。€9。.,a€ A, 使 得 
(ee_- 一 1， axE4. 
又 若 a,BE 4,a 十 B 关 0, 记 
[easep | = Nogeet pg. 
在 8+ 中 取 ei (1Si<n) ,使 得 
(ea Ei) =1, li<n. 


(10) 
(10') 


(11) 


(11 7) 


(12) 


(13) 
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现 将 扩充 为 :到 9 的 线性 同 构 , 使 得 
esa)—=ers, < 入” 
由 于 
[Lgles), ple-s)]=60 = HLes ,eo)), 
[ph) ,glers) d= (ph), +o) eta 

二 (h, 土 ai)ere 

=9p([Lh,era )), VAED. 
于 是 扩充 到 41 的 映射 也 满足 条 件 (12)， 

现 假定 已 将 9 扩充 为 % 到 % 的 线性 同 构 , 且 满足 (12). 设 

acE4+ , 且 hta 一 十 1. 因 而 有 a EU,BEA+ ,使 得 ca 一 ai 十 有 . 显然 
ht8 二 ,于 是 Na eA0, 取 


ev 一 Nap[en 》 ep'l. 


再 取 e-“E9-- 使 得 
(esye-v) 一 1， 
将 9 扩充 为 441 到 94+1 上 的 线性 映射 使 得 
es)=es, We_o) 一 e_v， 
若 7,6E€ A+, 使 a=7 十 6, 于 是 htY<&,ht6<z. 如 果 ai 一 7 或 
ai 一 6, 显然 有 
[er ses |= Ns er. 
故 可 设 一 7 承 0,&, 一 6 尖 0, 于 是 &%,,B, 一 7， 一 6 中 任何 二 根 之 和 
不 为 零 ,但 十 8 一 7 一 6 二 0. 因 而 由 (6) 式 有 
Na peN-7,-3t Nas ,rN -spt Ne -saVe-z 一 0. 
又 设 
[ey'ses j= Nyes ev， 
[eyiye rs |=N_r_y ez. 
仍 由 (6) 式 ,可 得 
Na peN-r,-s 十 Ne ,rN-sgt Ne -Ne,-r 一 0. 
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由 于 hte; ,htp8,hty,hte<A; 且 0 一 YY ,一 0 二 PB’ ;0 0 ,P' —7Y'E 
A ;而 且 它 们 的 高 度 的 绝对 值 不 超过 ( 即 均 在 Ak' 中 ). 于 是 有 
Na ,rN -sgt Na ,oNe—r— Ns ,rN -ep Ns -ee 9 


因而 NaeAN- 7] 一 8 二 NapN-r -2 
由 ev 的 定义 知 ， 
Na pg=Noa ps 
0 0 
因而 N-r,-s =N-y,-s. 
由 (7) 式 得 Nr » =Nys, 
即 有 [ey ,es j= Ner. 


这 里 我 们 也 证 明了 9g 由 % 到 94r1(% 之 1) 扩 充 的 唯一 性 . 又 由 af 一 
7 一 6' 二 0,a 一 7 一 6 二 0, 得 
Nez,-r=N 7 ， zy 一 人 7， 一 八 。 7。 


同样 
N_vr 一 N_v7y， 

即 是 84+ 到 984+! 的 线性 同 构 , 且 满足 条 件 (12). 

显然 ,存在 hEN, 使 得 8 一 64. 于 是 8 经 过 有 限 步 扩充 后 ,就 
成 为 8 到 9 的 李 代数 的 同 构 . | 

定理 5.4.6 二 复 半 单 李 代数 同 构 当 且 仅 当 它 们 的 Dynkin 
图 相同 . 

证 设 复 半 单 李 代数 9,9% 的 Dynkin 图 相同 , 即 8,8' 分 别 有 
Cartan 子 代数 ,0 ;根系 A,A' ; 素 根 系 [= {a1,as,…,a,), 卫 ' 二 
{m;,%，,… ,04). 并 有 荆 到 并 的 映射 ,满足 


pa) =a, 1<i<n, (14) 
ee ， 1<i, jn. (15) 
由 于 匡 , 并 分 别 为 Bx,Bs 的 基 , 故 9 可 以 开拓 为 名 到 白 的 线性 同 


构 . 
设 W,W' 分 别 为 4,8! 的 Weyl 群 , 故 由 (15) 式 知 7s ,rs 在 基 工 ， 
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ZI' 下 有 相同 的 矩阵 , 即 
Ma ,00 Gre) = Mo a, (re). (16) 
ra |1<iSn), {ro 1 0 分别 为 下 ， W' 的 生成 组 , 故 有 WW 到 
5 亿 同 疝 区 p+ : 
9 (zu) 一 Prop 一 oz， VYwEW. “(17) 
设 <E4. 于 是 由 定理 4.1, 3 与 定理 4. 2. 3 知 存 在 wEW,a€ 
也, 使 得 w(a) 一 ,因而 有 
Za) 一 PC a) = lg (FH)) = ) a EA, 
于 是 有 FA)S4 .同样 ,py 1(A')CA, 故 
HA)=A'. 
由 引 理 5. 4.4 与 引 理 5.4.6 知 9 可 以 开拓 为 8 到 8g' 的 李 代 数 同 
构 , 即 9 与 9 同 构 . 
反之 , 设 gp 是 复 半 单 李 代数 9 到 9' 的 同 构 ,于 是 
(PCz) PY)) 一 (zy)，VYzyEo， (18) 
设 轿 为 的 Cartan 子 代数 .4, 厅 为 对 应 的 根系 与 素 根系 ,于 
是 
9 一 日 十 4% 
此 时 久 二 p09) 为 8' 的 Cartan 子 代数 , 且 有 
9 二 外 十 DP 
由 于 对 AEb,e-Eg。 有 
pLh,esl) = a,h) gles), 
[pCh) ,gles) ]= (Lh ,es)), 
因而 有 
(94) 一 0ro， 
故 YA) 二 A. pg( 卫 ) = 证 也 是 (Be) 对 某 种 次 序 的 素 根系 ,上 且 由 
(18) 式 知 , 也 与 尺 的 Dynkin 图 是 相同 的 . 1 
从 定理 5. 4.1 与 定理 5.4. 6 我们 知 ,在 同 构 意义 下 , 复 半 单 李 
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代数 完全 由 它 的 Dynkin 图 所 决定 . 特别 , 复 单 李 代数 的 Dynkin 
图 是 连通 的 . 由 定理 3. 5.6 知 ,连通 的 Dynkin 图 只 能 有 4,, BC 
Di, Es, ki, Es, bs 与 Gz. 定理 4.8.4 则 证 明 对 应 前 面 每 个 Dynkin 
图 均 有 复 单 李 代 数 存 在 . 这 样 ,我 们 可 以 用 Dynkin 图 来 表示 复 单 
李 代 数 , 于 是 得 复 单 李 代 数 的 完全 分 类 . 

定理 5. 4. 7 在 同 构 意 义 下 , 复 单 李 代 数 有 4i( 宇 1), Bi( 宇 
2),Ci(1 之 2) 及 Di(1 之 4) 四 大 类 与 ,Ei, Ee, 与 G; 五 个 特殊 
(例外 ) 单 李 代数 ,其 中 B; 与 C: 同 构 ， 


习 ” 是 


1. 设 9, 包 是 复 半 单 李 代数 8 的 两 个 Cartan 子 代 数 , 卫 ,并 为 
相应 的 素 根系 ,4,4;: 为 由 芽 ,II 确定 的 Cartan 矩阵 . 试 证 存在 置 
换 矩 阵 ( 即 将 单位 矩阵 的 行 或 列 置换 所 得 的 矩阵 )P, 使 得 PAP' = 
Ai. 

2. 设 4,4; 分 别 为 复 半 单 李 代数 0,9: 的 Cartan 矩阵 . 试 证 9 
与 8' 同 构 的 充 要 条 件 是 存在 置换 矩阵 PP, 使 得 PAP' = Ai. 

3. 给 出 sp (2,C) 与 yo(5,C) 之 间 的 同 构 映 射 . 

4. 给 出 so(4,C) 与 2,C) 中 2,C) 之 间 的 同 构 映 射 . 

5. 证 明 yxo(6,C) 与 % (4,C) 同 构 . 


8$5 自 同 构 群 


本 节 主 要 讨论 复 半 单 李 代数 9 的 自 同 构 群 Autg ,9 的 内 自 同 
构 群 Intg 及 商 群 Autg/Int9. 对 于 单 李 代数 ,我 们 将 完全 决定 此 商 
群 . 

由 于 9 是 复数 域 C 上 的 有 限 维 线性 空间 ,于 是 对 任何 .erE 
gl(9), 


oo 


- -一 n 
e” = exp (or) = 2 2 
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是 6 的 可 道 线 性 变换 . 特别 当 .一 adz,zEg 时 由 定理 1.5.4 知 
exp(adz) 是 9 的 自 同 构 . 以 Intg 表示 由 {exp(adz)jzEg} 生 成 的 
Autg 的 子 群 , 称 为 g 的 内 自 同 构 群 .如 定理 1. 5.4, 可 证 明 Inte 是 
Anutg 的 正规 子 群 . 

引 理 5. $5. 1 设 6 是 复 半 单 李 代 数 9 的 一 个 Cartan 子 代数 . 
令 

d={o€ Autg |o(B)=b)}, (1) 

ao 一 {ooE Intg |o, 8)=b}, (2) 
则 ,ao 分 别 为 Aute ,Intg 的 子 群 ;ao 为 a 的 正规 子 群 ;是 a/ao 与 
Autg/Intg 同 构 . 

证 显然 ,ayao 为 Autg,Intg 的 子 群 ;而 且 ao=a 门 Intg, 故 wo 
为 0 的 正规 子 群 . 设 为 Autg 到 Autg/Inte 的 自然 同 态 ,zx 为 
在 a 上 的 限制 ,于 是 Kern 一 ao. 

任 取 0€ Autg ,于 是 0(9) 为 9 的 Cartan 子 代数 , 故 有 be 
2(4)CIntg 使 得 98) 二 9009). 故 o=0710Eq, 而 Xi(o)= 二 x(0710) 
二 x(0), 由 此 可 知 x 是 满 同 态 . 故 a/ao 与 Autg/Intg 同 构 .。 

定义 5.5.1 称 商 群 Autg/Intg 为 9 的 外 自 同 构 群 . 

为 了 讨论 9 的 外 自 同 构 群 ,我 们 再 证 明 几 个 引 理 . 

引 理 5.5.2 设 c€a, 则 


ol(h)=h, VYVhED (3) 
当 且 仅 当 存在 和 E9 ,使 得 
o=exp(adho), (4) 


而 且 h。 是 唯一 的 . 

证 充分 性 是 显然 的 . 现 证 必要 性 . 设 4, 末 = {@j,@y，,… ,a,) 分 
别 为 根系 , 素 根系 .车 o 满足 (3) 式 , 则 so(a)==a,Ya€ 4, 于 是 o (96) 
一 go 三 ge 注意 到 dimg。 一 1, 故 有 和 AEC,N 关 0 使 得 

0(eo) 一 Muen， esE Qe 
由 [9.,g-oS9 [gop]Sgseo ,于 是 有 
Mu 一 1， jp 一 必 n+p， 
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特别 , 若 < = Dk , 则 
和 A = A Nz A 
由 耳 为 6 的 基 , 故 有 唯一 的 ho 使 得 
~ (ho,0i)=logh,, 
显然 a= 二 exp(ladho)， 1 


一 般 9 若 XE 6 , 则 
Qi(exp (adz)) 之 go(adz)， 


因而 
dimgi(exp (adz)) 之 rankg. (5) 
从 这 个 关系 式 出 发 应 用 李 群 理论 可 以 证 明 
dimol(c) 之 rankgo， YoE Intg. (6) 


事实 上 ,在 Intg 中 有 闭 曲 线 {(7G) 10<: 委 1) 使 得 7(0) 王 id， 
7Y(1) 一 C， 于 是 7Y() 可 用 有 限 个 开 邻 域 CENTER 
儿 ) 覆 盖 , 有 目 id EU1,Ui 中 元 素 均 可 表示 为 exp (adz) 的 形式 ,coE 
Uw. 显然 ,rEU 时 ,其 特征 多 项 式 

dimg 


det(Arid— 7) = DD A 1 
i=0 
中 Hzr) 均 为 = 的 解析 函数 . 由 (5) 式 知 
(rz) 一 mn) 一 … 一 Pi(r) 一 0. (5') 
由 NU0,. 关 放 , 故 (5') 式 对 rEU2 73 U, 均 成 立 . 因而 (6) 式 
成 立 . 
引 理 5. 5.3 以 W 表示 9 对 目的 Weyl 群 , 则 


ooE Qo}=W. (7) 


{oo js 


证 令 Wi= {ools, ooEq0). 由 定理 4. 4.1 知 WEW. 

设 mEoo. 在 4 中 取 素 根系 , 正 根系 及 负 根系 也,4A+ ,4-. 显 
然 ,m(4) 一 4, 故 mo(Z) 也 可 为 4 的 素 根系 . 故 由 定理 4. 2. 3 与 定 
理 4.4.1 知 ,存在 9Ea。 使 得 95,() 二 1,6].EW. 记 ao 一 99o, 则 
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olsn= (go °* expladh))|s., VAED. 
下 面 我 们 将 证 明 , 存 在 h,€6, 使 得 
Ca exp (adho)) 1s =ids.. 
于 是 
oolsn=0 |s EW, 
即 有 Wi 宇 W ,可 以 证 明 (7) 式 ， 

由 于 ol( 卫 )= 耳 , 故 o(A1)=A4 ,ol4_)=4_. 于 是 Ai(4_) 可 
分 解 为 o 作用 下 的 轨道 之 并 . 者 eaEa4+(4- ) 的 轨道 为 {a,o(a)， 
o2(a) ,0 1(a)}), 则 

9 十 go 十 … 十 go-to， 0 (a) EA1(A) (8) 
为 o 的 不 变 子 空间 .于 是 
4 二 了 十 gi 十 … 十 g， 
其 中 9,9 ,9:，…,9: 均 为 o 的 不 变 子 空间 ,而 且 ;1,9:，,… ,4 均 可 表 
示 为 (8) 式 的 形状 . 
由 (8) 式 知 
gleim)=Anedtioe, OKISq—1, 

即 o 在 此 空间 上 的 限制 在 基 ee ，… ,emt 下 的 矩阵 为 

0 0 0 % 0 Xi 

A 0 0 0 0 

0 i 0 . 0 0)， 


0 0 0 - A 0 

对 应 的 特征 多 项 式 为 

2 一 
车 &E9, 则 由 

. o exp(adh) (esc,) —e OMA ete 

知 o exp Cadh) 在 此 空间 上 的 限制 对 应 的 特征 多 项 式 为 
和 (os 
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由 于 Soa) 天 0, 于 是 存在 AGE 使 得 


el B70 Ne hl 

即 
qiCc exp(Cadh)) 门 (4 十 go 于 … 十 gelo) 一 人 0) 
显然 ,存在 hE€9, 使 得 
Qi1(o exp (adho)) | (01 二 9) = {0}， 

即 

Qi1(o exp (adho)) Cb. 
另 一 方面 ,由 (6) 式 知 

Qi(o exp (adho) ) =b. 
o exp (adho) |, 是正 交 变 换 , 因 而 

o expladho) | =id. 
这 样 ,我 们 完成 了 引 理 的 证 明 . 1 

引 理 5.5.4 设 W 为 8 对 0 的 Weyl 群 .又 令 
V={oly loEa)}, 


则 Autg/Intg 与 V/W 同 构 . 
证 由 引 理 5.5.1 知 Autg/Intg 与 aa 同 构 . 设 于 为 a 到 了 
的 同 态 : 
ma(I) 一 ai， 
于 是 普 (ao)= 锣 ,由 oo 是 a 的 正规 子 群 , 知 克 为 了 的 正规 子 群 . 
设 c€Exr'(W), 于 是 ols 二 w. 由 定理 4.4.1 知 ,有 0Ea。 使 得 
215 一 忆 , 于 是 
o0 1 ls, =id, 
由 引 理 5. 5.2 知 ,存在 hE 使 得 
ab =exp(adh) € Intg, 
于 是 o=0E€ qo, 
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即 Axi '(W)=ao. 
因而 Auta/Intg 与 V/W 同 构 ， 1 

定义 5.5.2 设 了 ={ai,qz,… ,Qn) 是 一 个 x- 系 , 若 工 的 置换 +t 
使 得 苹 对 应 的 Dynkin 图 不 变 , 则 称 r 为 Dynkin 图 的 图 自 同 构 . 
所 有 图 自 同 构 构成 的 群 称 为 图 自 同 构 群 , 记 为 T,( 或 了 ). 

显然 ,rE 忆 当 且 仅 当 

2(7(0) ,7(0)) 240 
(CrCa 7， rCwD)) (Qi, 0;) 

卫 仅 与 复 半 单 李 代数 9 有 关 . 事实 上 ,车 9 对 其 Cartan 子 代 
数 久 ,9 所 确定 的 素 根系 分 别 为 ,12. 但 I 与 了 ;确定 同一 个 
Dynkin 图 ,因而 由 刀 ,Is 确定 的 图 自 同 构 群 是 同 构 的 . 这 样 ,我 们 

也 可 以 称 栈 为 9 的 图 自 同 构 群 . 
| 定理 5.5.5 复 半 单 李 代数 9 的 外 自 同 构 群 Autg/Intg 与 8 
的 图 自 同 构 群 同 构 . 

证 由 引 理 5.5.4 知 Autg/Intg 与 Y/W 同 构 . 设 卫 为 A 中 
的 一 个 素 根系 .对 *EY, 则 r(4A)=4, 且 r(Z) 也 是 4 的 一 个 素 根 
系 . 故 存在 唯一 的 wEW, 使 得 wr( 卫 ) 一 了 .显然 ,wr 满足 (9) 式 . 
于 是 wrlzET, 即 VrEY, 存 在 r 使 得 ro(Z) 一 区 ,rz 太一 mrola 
为 图 自 同 构 . 

设 TsT EV ,rT 人 均 为 图 自 同 构 ,而 且 mW 二 tzW ,于 是 ri lt 
EW, 且 ri'r( 卫 ) 一 卫 . 由 定理 4.2.3 知 rrr 一 id; 故 =7T2. 上 面 
的 讨论 推出 : 存在 V/W 到 本 的 一 一 同 态 . 又 VrEz, 由 定理 
5.4.6 知 r 可 以 开拓 为 9 的 自 同 构 r, 显然 "Eq, 而 |.EV. 记 
z 一 二 , 则 有 妆 |z 一 z. 这 就 说 明 前 面 所 说 的 V/W 到 醋 的 一 一 同 
态 还 是 满 同 态 , 因 而 V/W 与 卫 同 构 ， 1 

由 于 Dynkin 图 ,特别 是 单 李 代数 的 Dynkin 图 很 简单 , 故 其 
图 自 同 构 群 极 容易 求 出 . 

定理 5. 5.6 复 单 李 代 数 9 的 外 自 同 构 群 (或 图 自 同 构 群 ) 如 
下 表 (S, 为 & 个 文字 的 对 称 群 ) : 
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， 1<i,j<n. (9) 


A,ln>>1) Bn 宇 1) Cn 宇 1) 
{id} {1d) {1d} 
D,(n 宇 3,n 关 4) 


硬 Sz | {id} | (id} | {id} | (id} 


证 这 是 定理 5. 5.5 的 直接 推论 ， 1‖ 

注 1 本 节 证 明 引 理 5.5. 3 时 ,我 们 用 (6? 式 ,而 (6) 式 的 证 明 
用 了 李 群 的 理论 . 但 是 定理 5. 5.5 的 证 明 可 以 用 代数 几何 的 理论 
来 实现 . 虽然 篇 幅 会 长 一 些 , 但 可 将 复数 域 C 换 成 任意 特征 为 零 
的 代数 封闭 域 . 

注 2 对 于 典型 李 代 数 0,Anutg 与 Intg 均 可 明确 表示 出 来 . 

例 5.5.1 设 0=4.= Go 十 1,C). Intg 中 元 素 有 形状 

X—PXP-!, XEQ,PESL(n+1,C). 
于 是 Int8 一 SL 十 1,C)/C(SL(n 十 1,0))= 王 PSL 十 1,C), 其 中 
COSLOnt1,C))=— (eT 0h ). 而 n>1 时 ， 
X>—X', XE 

是 9 的 自 同 构 ,但 不 是 内 自 同 构 . 

例 5.5.2 设 g==B,. 此 时 Intg 一 Autg 一 SO(2n 十 1,C). 

例 5.5.3 设 g=C,. 此 时 ,Intg6==Autg==PSP(n,C) 二 SP(n， 
C)/{ 土 I) ,这 里 { 土 12,) 为 SP《n,C) 的 中 心 . 

例 5. 5.4 设 g==D,. 此 时 ,Intg = 二 PSO (2n,C)/{ 圭 12})， 
{ 土 1) 是 SO 《2n,C) 的 中 心 .n 宇 3,n 关 4 时 ,Autg = PO(2n,C)， 
PO(2n,C) 二 OC2n,C)/{ 土 Ia) ,{ 士 I) 也 是 BG(2n,C) 的 中 心 . 


习题 

1. 设 9 是 复 半 单 李 代数 6 的 Cartan 子 代 数 ,a={cE Autg| 

c( 扩 一 外 ,7 一 (zlw|ea),P 是 9 的 图 自 同 构 群 . 试 证 , V 中 有 一 
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子 群 与 卫 同 构 , 仍 记 为 Piy 为 了 与 Weyl 群 W 的 半 直 积 . 
”2. 设 为 复 半 单 李 代数 9 的 Cartan 子 代 数 ,a 及 V 如 习题 1 

所 示 , 又 设 a 到 的 同 态 zj 为 zi(o) 二 og. 试 证 : 

GD maffInto)=n (a E00))=W, 

(i) Autg=T(9) +: £(0)=T(g9) :Intg, 其 中 (6)=x7!(T) 
(TCV ,参看 习题 1). 

3. 设 8 为 复 半 单 李 代数 . 试 证 . 

Intg =£ (9). 

4， 设 8=A,(n 之 2,n 关 5). 试 证 明 : 了 (人 参见 习题 1) 是 一 个 2 

阶 子 群 与 W 的 直 积 . 


$6 Weyl 基 与 Chevalley 基 


为 了 不 同 目的 ,在 复 半 单 李 代数 中 ,常常 要 选取 不 同 的 基 . 例 
如 ,为 了 研究 实 半 单 李 代数 与 实 半 单 李 群 ,一 般 要 用 Weyl 基 ; 为 
研究 代数 群 . 李 型 单 群 或 Kac-Moody 代数 ,一 般 要 用 Chevalley 
基 . 本 节 将 介绍 这 两 种 基 , 并 建立 这 两 种 基 之 间 的 关系 . 

定理 5. 6. 1 设 复 半 单 李 代数 9 对 其 Cartan 子 代 数 6 的 根子 
空间 分 解 为 


9 一 日 十 之 9"， (1) 
则 可 在 g(a€ A) 中 选取 满足 
1) (esa,e-e)=1; (2) 
2) a,BEA,a 十 B 关 0, 记 
Lessep] = Nag earp. (3) 
Nag 满 足 
Nap=—N_a,_p. (4) 


证 设 如 为 人 生成 的 实 线性 空间 ,于 是 加 对 于 9 的 Killing 
型 为 Euclid 空间 . 显然 ,9 二 一 id EO(Bx), 且 pg(4A)==A. 由 引 理 
5.4.5 可 将 8 开拓 为 9 的 自 同 构 , 仍 记 为 w 因而 
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Po) 一 9ro 一 9- a€EA. (5) 


在 % 中 取 zx。, 使 得 
(XasT_a)=1, aEA. 


于 是 有 
PXe) 一 Ce-ay VaE€A, (5') 
由 于 PE Anutg , 故 
(PTa) ,Xo)) = Xa ra). 
因而 


ca -eo—=1, a€Ah, 
取 asEC, 使 得 


则 (eye-c) 一 13 
len) = — ea. (6) 
设 a,BEA,a 十 B 关 0, 记 
Leasep)= Noaseata. 
两 边 以 8 作用 ,由 (6) 式 得 
[ese ps)]=— Neg ecatp, 
即 有 
Ng—= — Noap. 
故 {ecla€ A} 为 所 求 。 上 
定义 5.6.1 满足 定理 5. 6. 1 中 条 件 1) 与 2) 的 向 量 组 {escla 
E A} 称 为 8 的 一 组 Weyl 基 (mod 9), 简 称 Weyl 基 . 
定理 5.6.1 证 明了 任何 复 半 单 李 代数 都 存在 Weyl 基 . 下 面 
我 们 给 出 Weyl 基 的 两 个 性 质 ， 
定理 5.6.2 设 {e-|cE4) 为 复 半 单 李 代数 9 的 一 组 Weyl 
基 . 又 a6E4, 过 有 的 w 链 为 16 十 tel 一 ze<9). 则 
217 


1) Ne 是 实数 , 且 
Ny=79 p+ ase); (7) 


2) {es 一 esla€ A} 为 Weyl 基 当 且 仅 当 
4A -一 1， 48 二 (hp)2， 
证 1) 由 定理 5.4. 2 的 结论 4) 知 , 当 {es|a€EA) 为 Weyl 基 时 
(7) 式 成 立 . | 
2) 显然 , (esye-。) 二 1 当 且 仅 当 X24_。=1. 
又 设 [es,es] 一 Nopes+a. 于 是 
MAgN sa = Noghstp. 


因而 
AA AAA 
Ng= ~ Ng=— TEN, 
rp dtp 《 
_ de ， 4-cerep Ny 
和 
于 是 Ne 满足 (4) 式 , 当 且 仅 当 
Nap 。 4-etp 
Mtpe A-oA-p 


再 由 条 件 4X-。 一 1 知 {es 一 Nes|a€ 4} 为 Weyl 基 当 且 仅 当 4_。= 
1,A24a= (XM):. | 

为 讨论 Weyl 基 的 应 用 ,我 们 先 介 绍 下 面 的 定义 . 

定义 5.6.2 设 (z,y) 是 实 李 代 数 a 的 Killing 型 . 如 果 

(XT)E0, YrEd, (8) 

则 称 a 为 紧 致 李 代 数 . 

定理 5.6.3 设 (ecljcE4)}) 是 复 半 单 李 代数 9 的 一 组 Weyl 
基 , 卫 一 {ai,02，"… ,Qa) 为 素 根系 . 令 


w= (ees)， a€ A!; (9) 
v= (ete), a€EAs. (10) 
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则 由 { Vv Ia ,ww Vv 一 1ansUasvala€ A+} 生 成 的 实 线性 


空间 9, 是 一 个 紧 致 李 代 数 , 而 且 
dimg. 一 dimg， 
9 一 0. 十 Vv 一 19.. 
我 们 称 9 为 6 的 紧 致 实 形式 . 
证 (11) 式 与 (12) 式 是 显然 的 . 
现 证 9 对 于 换 位 运算 封闭 . 由 于 
[MV —1ia ua)= Cai) veo; 
[VC—1lave d= — (sa) ue; 


MV—l 
2 


[zs ,ve | 一 


os 


] 1 
[wa ,up = TF Nopuate— TF Ne, -pub 


1 1 
[Lv 9 va 一 本 人 -ouo-e 一 六 人 oownrpi 


1 1 
[us ,v8 j= Napvetat HNo,—p0a-8, 


NeN_op Na,_pE R. 


故 8 对 9 的 换 位 运算 封闭 . 因此 9 为 实 李 代数 ,而 且 


% 一 人 一 1bg 十 >) Ru 十 >» Rv,. 
ceE 4 


cE4+ 


(11) 
(12) 


注意 到 { Vv —ia, Vl1a,", NV 一 1ayzxeyv|aE4+) 既 是 Ou 
的 基 , 也 是 9 的 基 , 故 9 的 Killing 型 是 9 的 Killing 型 在 g。 上 的 
限制 . 由 于 9 的 Killing 狸 在 bx 上 是 正定 的 , 故 在 MV 一 1 上 是 负 


定 的 . 又 


(Uayup) = (vary) =—=0, a,8E A ,axp; 


(xuyvp) 一 0， Va,PEA+; 


(ao 一 188) 一 (oo 一 1bg) 一 0， VaEa4+; 
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(zleyza) 一 (wayva) 一 一 


于 是 g. 的 Killing 型 是 负 定 的 , 即 
(zzZ)<<0，VzEo.z 天 0， 

因而 是 紧 致 李 代 数 . | 

自然 ,9. 也 是 半 单 李 代 数 . 紧 致 半 单 李 代 数 在 紧 致 李 群 , 实 半 
单 李 代数 的 理论 中 均 有 重要 作用 . 实 半 单 李 代数 的 分 类 问题 已 经 
完全 解决 . 严 志 达 、 许 以 超 所 著 《Lie 群 及 其 Lie 代数 》 对 此 问题 有 
极 好 的 系统 而 简洁 的 论述 . 

下 面 我 们 转 而 讨论 复 半 单 李 代 数 的 另 一 重要 的 基 一 一 
Chevalley 基 . 为 此 , 先 给 出 下 面 的 定义 . 

定义 5.6.3 设 A, 荆 分 别 为 复 半 单 李 代 数 g 的 根系 , 素 根系 . 
aE€ A, 我 们 称 


1 
> 


__2 
(a,a)” 


为 a 的 余 根 (coroot); AY = {av |a€ A) 为 余 根 系 ; IV 二 {aY ,ay， 
wy }( 卫 二 {wi|1 二 i 人 nn) ) 为 余 素 根系 . 
”5| 理 5.6.4 "为 扣 中 xw- 系 ,其 Dynkin 图 是 将 区 的 
Dynkin 图 中 箭头 反 向 . 又 a€ A , 则 


(13) 


cy 一 Pk, hk € Zi. 
证 显然 ,ay ,oz ，,* a 为 bx 中 的 正 向 量 , 且 构成 一 组 基 , 又 
1 天) 时 ， 
2Co a) 2(a,0)) z 
(ay ,ayw ) (aj,a;) 一 
于 是 五" 为 名 中 关系, 其 Dynkin 图 是 卫 的 Dynkin 图 中 改变 箭头 
方向 . 
由 于 rs 二 ray , 故 与 了 "对 应 的 Weyl 群 怡 为 与 也 对 应 的 Weyl 
群 W. 车 a€A, 寺 是 存在 E11,wEW 使 得 wla) 二 a, 因 而 
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(ay ) 一 tw Qi) = 


2 
(aiy Qi) (way 
由 于 了 且 " 为 x- 系 , 由 定理 4.7.5 与 定理 4. 8.4 知 存在 复 半 单 
李 代 数 以 "为 素 根 系 , 故 其 根系 为 WCIY)==AY ,于 是 wy EAY 当 


且 仅 当 c€EA1. 故 a€ 4A1 时 ,有 如 EZ1 使 得 a* 一 > ov， | 
f=1 


推论 1 设 a= 2》)ka€4, 则 
i=1 


(aya) 


(aiyai) k， lSi<n. 
证 由 于 
Vv 2 yy 2ki* (Qi,01) 1 ka, a) V 
Cryin (aa 一 人 Cosa) 
故 
ki(a: ,ai) 
Casa) 2 


因而 推论 成 立 ， 上 
推论 2 w(0)Y=wla), YaE A,wEW. 
这 可 直接 验证 ， i 
引 理 $5.6.5 设 a,B,a++BEA; 又 知 过 PB 的 a- 链 为 {B 十 ka| 
一 p 太 kgq), 则 
(ce 十 Ca 十 O) 


(B,D) 二 pp 十 1, (14) 
证 由 定理 3. 2. 3 知 
24a:8) 
(aya) 一 户 一 4. 
于 是 
glat BatB)_2(0,p) gla+p,at+p) 
ptl CB,B) (aa) 十 9 二 1 (B,B) 


2%8) ,1 g(a) 2g(a,P) 
(aa) | (B,B) (B,B) 
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. 


2 11) {1 9 

(a,a) (8,8) 

因为 a 十 BE A, 故 可 假定 A 是 单 李 代 数 的 根系 . 由 于 任何 单 李 代数 

的 素 根 系 中 最 多 有 两 种 不 同 长 度 的 根 ( 仅 B,Cs.(n 之 2) ,FF 与 Cs 

有 两 种 不 同 长 度 的 根 ) , 故 4 中 最 多 有 两 种 不 同 长 度 的 根 . 下 面 分 

情况 讨论 . 

1) (cy,D) 之 0. 由 
(Ca 十 Da 十 8) 一 (aa) 十 (8,9) 十 2(a,G) 
>max((a,a), (8,8))， 
(B+2a,B+2a)=4(a,a) + (8,8)+4(a, 8) 

>(a+t+pB,at+p), 

知 (a,a)==(8,B),B 十 2aEA, 凤 g==1. 因而 


1 00) 0 
(8,p8) “ 


故 (14) 式 成 立 ， 


2) (a,B) 二 0. 由 定理 3. 3. 2 知 扣 下 与 各 各 中 至 少 有 一 个 


为 一 1. 
车 20 一 一 1, 则 2 十 1 一 0. 故 (14) 式 也 成 立 . 
若 2 所 尖 -1, 则 由 定理 3. 3. 2 知 
(8,B)>(aa) ， | | 8,8) /0,0). 
另 一 方面 ,又 有 


(B—a,B—a)= (8,P)+ (a,a)—2(a,8)> (BB), 
因而 p 一 cE4A, 故 p==0. 因 而 
2(a,8) (8,B) 


(oa) 9 (aa)， 
、 Casa) __ 
进而 有 1 (Big) 一 0， 


(14) 式 仍 成 立 ， 上 
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定理 $. 6.6 设 复 半 单 李 代 数 g 对 其 Cartan 子 代 数 的 根子 
空间 分 解 为 (1) 式 ,了 二 {a1,az，,… ,a,) 为 一 组 素 根 系 . 则 在 9 中 可 
取 基 
{a¥ ,ay ay zoleEG4) 
满足 
1) [zz so)=a, Ya€E A; 
2) 设 Lxa,zp] 二 Copxota， a;BEA,a 十 B 隆 0, 则 
C= —C ,pg. 
这 组 基 称 为 的 Chevalley 基 ,g 对 此 基 的 结构 常数 为 整数 . 
证 取 g 的 Weyl 基 {ela€ A). 令 


1/2 


euy aEA4. 


| 
于 是 
[zr ze] can lee-e]=o" ， 
即 条 件 1) 成 立 . : 
设 a,PE A,a 十 B 关 0;[ 上 zs,xp] 二 Cogpxatp. 又 假设 [Les,egj == 
Nopea+p. 于 是 
2Cat+p,atp)) 


Cup = (a,a) (P,P) Nop. (15) 
由 定理 5. 6.1 与 定义 5.6.1 知 NW_。 一 一 Ne, 故 
(6 一 一 Cop， 


即 条 件 2) 成 立 . 

显然 {eo ,zoll 委 i 生 aaE4 是 9 的 一 组 基 . 由 于 Lz.,z_ oj= 
av ,由 引 理 5. 6.4 知 wv 是 wu ,oy ,ay 的 整 系数 的 线性 组 合 . 又 
由 于 


Lax ,zo] 一 (ayaw ?了 一 ea 
而 2(@a,ai)/ (a ,a) EZ. 
现 设 a,8E A,a 十 B 关 0. 由 条 件 2) 知 
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75 一 一 CoeC_。 6p， 
再 由 (15) 式 知 


2 2(Ca 十 Ba 十 D) 
“ (a.a) (8,B) 


设 过 有 的 a- 链 为 {Bp 十 ka| 一 p<ik 志 9q). 车 g 二 0, 则 a 十 8 EA. 于 是 
Co 二 0. 若 a 十 BEA, 即 g 关 0. 由 定理 5. 4. 2 的 结论 4) 及 引 理 5. 6. 
5 知 


NaN 一 有 。 


2 _2(a 二 8,a 十 8》 1 _ 
oa6 (a,a) (8,P) 279(P+1) (a,a) (p++1) ， 


因而 Cw%= 士 (16EZ. 

故 9 关于 Chevalley 基 的 结构 常数 为 整数 . | 

关于 Chevalley 基 的 性 质 的 进一步 讨论 ,以 及 由 Chevalley 基 
构造 Chevalley 群 等 问题 可 参考 J. E, Humphreys 的 《Introduction 
to Lie algebras and representation theory》 及 其 所 列 文献 


习 题 


1. 求 sl(n 十 1,C) 的 Weyl 基 及 其 紧 致 实 形式 ,并 将 它 与 
su(n 十 1,C) 二 {XEgl(n 二 1,C) |X' 十 X=0,tr 久 = 二 0} 比 较 . 
2. 求 Lx 十 1,C0) 的 Chevalley 基 . 
3. 求 B,,C,ln 之 2) 及 D,(n 之 4) 的 Weyl 基 与 紧 致 实 形式 . 
4. 求 B,,C,(n 宇 2) 及 D,(n 之 4) 的 Chevalley 基 . 
5. 设 9 为 复 李 代数 . 若 9 的 变换 + 满足 下 面条 件 : 
1) =id; 
2) r(x+y)=r(r)+r(y), Yr,yEQ; 
3) rlazr)=ax, YrEQaEC,; 
4) r(Lz,y]) 王 [rzGCz)yr(y)]，VzyyEg， 
则 称 r 为 8 的 半 对 合 . 
试 证 9 的 半 对 合 z 的 不 动 点 集 
0: 一 (人 ZEglr(z) 一 并 
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是 一 个 实 李 代数 , 且 
6 一 % 十 一 1gr， dimg. 一 dimg. 
称 9. 为 8 关于 7 的 实 形式 . 
6. 设 4 是 紧 致 半 单 李 代 数 .o€ Auta ,o 的 阶 为 2( 称 c 为 对 合 
自 同 构 ). 以 E41Co) 表 示 o 的 属于 土 1 的 特征 子 空间 . 令 实 线性 空 
间 
0 一 忆 (o) 十 /一 1 五 -Co). 
在 a 中 定义 括 积 
[za 十 V 一 1yyz 十 V 一 1y9] 
=[zi,72]—Lyiys d+ M1 yj [yx2]), 
Xi XT2E El(0) ,yy EEL.(0), 
则 mw 也 是 实 半 单 李 代数 ,但 不 是 紧 致 的 . 
7. 设 to ,zl1 委 i 委 2eE4) 为 复 半 单 李 代 数 9 的 一 组 
Chevalley 基 , 又 z= jwro,aE 4h, pyu€EC, 试 求 {@ ,zx! [1 过 i 过 nn， 
aE 人) 也 为 Chevalley 基 的 充分 必要 条 件 . 
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第 六 章 ” 复 半 单 李 代数 的 表示 


复 半 单 李 代数 理论 是 数学 中 少 有 的 极 完 美的 理论 之 一 . 当然 ， 
它 的 价值 不 仅仅 在 于 其 理论 的 完美 性 ,而且 还 在 于 它 与 别 的 数学 
理论 及 别 的 学 科 ( 例 如 物理 学 等 ) 有 密切 的 关系 ,或 者 说 它 有 广泛 
的 应 用 . 复 半 单 李 代数 之 能 被 广泛 应 用 ,是 与 它 的 表示 理论 分 不 开 
的 . 本 章 将 介绍 复 半 单 李 代数 的 表示 理论 ,但 我 们 仅 介绍 有 限 维 表 
示 理 论 . 


$1 复 半 单 李 代 数 表示 的 完全 可 约 性 


本 节 将 证 明 复 半 单 李 代 数 的 任何 有 限 维 表示 (或 有 限 维 模 ) 是 
完全 可 约 的 ， 

定理 6.1.1 设 Co,V) 是 复 半 单 李 代 数 % 的 患 实 表示 ( 即 
Kerpo 一 (40)). 则 


pokzyy) 一 trCOCz)OCy7) (1) 
是 8 上 非 退 化 对 称 双 线性 函数 ,而 且 满 足 
Bo(tzyyjiz) 十 py Lzz]) 一 0. (2) 
又 车 9 是 复 单 李 代 数 , 则 存在 AEC 使 
Belr sy)=AB(r,y), (3) 


这 里 BCz,y) 为 的 Killing 型 . 
证 显然 ,6 是 g 上 对 称 双 线性 函数 . 又 
Bo(C[zy yz) 十 BC [cyz]) 
=trI(p(x)ply) pz)— ply) pr) pz)) 
+tr(o(y)plr)plz) — p(y pz) pr)) 
一 tr(O(z)O(y)0o(z)) 一 tr(O(y)o(z)o(z)) 一 0， 
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即 (2) 式 成 立 . 令 
a={z€EgQIpB,(r,y)=0, Vy€EQ)}. 
显然 ,a 是 6 的 子 空间 . 又 若 xEa,y,zE4, 则 由 
po(Lz,y,z) 一 BoCzLyz]) 一 0 
知 a 是 9 的 理想 . 又 因 po 为 忠实 表示 , 故 p(a) 与 4 同 构 . 由 第 二 章 
8$ 7 的 习题 1 知 coCa) 是 可 解 李 代数 ,这 与 9 半 单 矛盾 , 故 Bp。 是 非 
退化 的 . | 
现 设 6 是 复 单 李 代 数 . 由 于 B。,B 都 是 g 上 非 退 化 双 线 性 函 
数 , 故 有 9 到 9 的 对 偶 空间 % 的 线性 同 


构 映 射 2 多 使 得 y 
gz) 一 BCzyy)， 3 
pz) (y=B(rsy), y 1 
故 x=，'。p 是 8 的 可 递 线 性 变换 (如 ” 
右 图 所 示 ), 且 有 9 


B(x (rz),y)=B(Y ‘g(x),y) 
一 VC ‘g(r))(y) 
一 gzZ)Cy) 一 DCzyy)， 
另 一 方面 ， 
Bladz (ef (7)),y)=—B(lY (zx),adz(y)) 
一 一 BCzyadx(Cy)) 一 BCadz(z)yyy) 
~—=B(eadz(r),y)., 
由 于 B 是非 退 化 的 , 故 
adz* .Af —=2 »adz, VzEQ. 
又 由 于 9 是 复 单 李 代 数 , 故 (ad,9) 是 4 的 不 可 约 表示 . 故 由 Schur 
引 理 (定理 1.7. 9) 知 
Af =A ids, 
因而 
Pox»sy)=B( (zr), y) 一 ABCzyy)， 
即 (3) 式 成 立 ， ] 
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定理 6.1.2 设 (p,V) 是 复 半 单 李 代 数 8 的 忠实 表示 ,mm ,rz， 


,Yn 也 是 9 的 基 , 而 且 


为 0 的 基 ，,yiyyzy… 
1<i, jm. 


BoCzis y;)=troCri) ply;) =6;;, 


则 Y 的 线性 变换 
= 2)p(CzD)p(Cy) (4) 


i=1 


满足 
oz)Co 一 Cop(z)， YrED. . (5) 


又 若 (o,Y) 是 不 可 约 表示 , 则 


_ dimg 
Ce “ 汪 dimV idv. 


证 设 zE9, 且 
[x,zxi] = DJ anz,, [Lz,y:] 一 Dy buy 
1=1 I=1 


因而 
Bx sr;],y;) 一 DasBolzis y)) 一 CQ 


{=1 


BoCLx yr) ,x;) 一 > bnBo ys x)) 一 bi. 
全 1 


由 (2) 式 得 
1 区 7 ,km, 


bax#=—ay, 
进而 
Lex) ,Cp 一 
= 2 [p(x) ,pz) py) 十 CCz)LoCz),o(CyD]) 


Dy [Lolz) ,pzi) py)] 
t=1 


= 2) (Qup(z)p(y) — auplxi)p(y)) 


因而 (5) 式 成 立 . 
车 (p,V) 不 可 约 , 则 由 Schur 引 理 知 
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Co 一 4 MM idy. 
又 
A dimV = trC, = Dtr(p(z)p(y)) = 2) Blrisyi) = dimg， 
=1 i=1 


因而 
C= id | 

注 1 由 (4) 式 定义 的 V 的 线性 变换 C, 称 为 表示 (2,Y) 的 
Casimir 算 子 . 

注 2 前 面 我 们 论证 的 表示 都 是 忠实 表示 . 在 一 般 情 况 ,由 于 
Kerp 是 9 的 理想 ,于 是 由 9 的 半 单 性 知 有 理想 91 使 得 0 一 Kere 申 
91. 将 pb。 限制 在 9 上 , 则 (op,V) 是 半 单 李 代 数 91 的 忠实 表示 . 我 们 
以 ols 的 Casimir 算 子 来 做 p 的 Casimir 算 子 ,此 时 ,(5) 式 仍然 成 
立 . 

注 3 如 果 g 是 复 单 李 代数 ,对 其 Cartan 子 代 数 6 的 根子 空 
闻 分 解 为 


6 一 日 十 9g. 
caEa4 
取 ecEgaE4, 使 得 有 (ee a)=1, 在 9 中 取 基 C1 X29 9 使 得 


B (zi,z)) 二 6;;, 则 由 定理 6.1.2 知 对 9 的 任何 忠实 表示 (po,V), 均 
有 


C, = A Dy pr) pz) 十 Spled ple,)) ， 
z 一 1 aEA 


这 里 4EC, 与 表示 p 有 关 ， 
例 6. 1.1 设 6 一 (2,C) ,V=C’,0=id. 又 令 


1 


0 1 0 0 ‘1 0 
x-| | ，Y 了 二 ， 二 ， 

0 0 0 1 
则 

1 0 
C=XY+YX+ EH-3| | ， 
2 2\0 1 
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这 里 
3/2 一 dimg/dimy， 

引 理 6.1.3 设 (o,V) 是 复 半 单 李 代数 98 的 表示 , 则 有 Co) 
s(V). 特别 ,9 的 一 维 表示 (o,Y) 必 为 平凡 表示 , 即 p(X)=0, VX 
EgQ. 

证 因为 tr([p(x),p(y)J])==0;9 二 [8,4], 于 是 

pC9)=[o(g) ,0(0) EV). 

由 于 当 dimV = 二 1 时 ,tre(X)=0 当 且 仅 当 p(X)=0, 故 9 的 一 
维 表示 必 为 平 几 表示. 1 

复 半 单 李 代 数 9 的 有 限 维 表示 的 完全 可 约 性 首先 由 H. Weyl 
得 到 , 复 半 单 李 代数 的 表示 可 以 转化 为 紧 臻 半 单 李 代数 的 表示 ,再 
转化 为 紧 致 半 单 李 群 的 表示 . H. Weyl 利用 紧 致 李 群 上 的 不 变 积 
分 定义 表示 空间 上 的 不 变 内 积 , 用 不 变 内 积 的 正 交 性 即 可 证 明 表 
示 的 完全 可 约 性 ， 

但 我 们 在 这 里 给 出 的 证 明 是 纯 代 数 的 证 明 , 容 易 看 出 所 得 的 
结果 是 可 以 推广 的 (例如 特征 为 零 的 代数 封闭 域 上 的 半 单 李 代数 
的 表示 ). 这 个 证 明 是 由 J. -P. Serre 给 出 的 . 

以 下 我 们 均 用 模 的 语言 来 代替 表示 的 语言 ， 

引 理 6.1.4 设 克 是 复 半 单 李 代 数 9- 模 Y 的 一 个 非 平凡 子 
模 . 令 

o= {of € Hom(V ,W) | w=0), 


E={x EHom(V W) | lw=—A idw,AEC}, 


则 E。,Ei 都 是 9- 模 Hom(V ,W ) 的 子 模 . 若 有 xE 五 ,使 得 
X*NA=0, YrEn; (6) 
x|w=idw. (7) 
则 有 VV 的 子 模 WW, 使 得 
V= WW. 
证 设 zE€9,wxv EE1,wEW. 于 是 由 9- 模 Hom(V, 到 ) 的 定 
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义 知 
(ZJ)(o)=T。(ezm) 一 (Cr 7D) 
:=AXv—ArT* = 一 0， 
即 之 ,eiw==0. 所 以 xz，e7 ECE. 因而 Eo,Ei 都 是 Hom(V， 
W) 的 子 模 , 且 x ，E1SEo. 
设 xE El 满足 (6),(7), 即 有 
x(V)=W, 
且 
Zoo)) 一 rru)， VEy,zEo. 
也 就 是 是 9%- 模 V 到 9- 模 W 的 满 同 态 ,因而 Wl 二 Kerx 也 是 V 
的 子 模 . 显然 ,Wi 门 W 二 {0}) , 故 
V=WiWi. | 

从 引 理 6.3.4 的 证 明 可 以 看 出 ,欲求 W 的 补 子 模 W, 只 要 找 
出 x 来 .而 {hx14€EC} 是 Ei 的 一 个 子 模 , 而 且 El=Eo 十 {xr|4€E 
C},E。 是 Ei 的 余 维 数 为 1 的 子 模 . 因而 问题 化 为 求 8- 模 E 的 余 
维 数 为 1 的 子 模 E, 的 补 子 模 的 问题 . 

引 理 6.1.5 设 W 是 复 半 单 李 代数 9- 模 V 的 子 模 且 codimW 
二 1, 则 有 VV 的 子 模 多 使 得 

V=WiW. 
此 时 ,dimW']i 二 1.Wi 与 9- 模 C 同 构 . 

证 首先 假设 W 是 不 可 约 子 模 , 以 C 表示 8- 模 V 的 Casimir 
算 子 , 由 于 codimW 一 1, 故 V/W 是 1 维 8- 模 .由 引 理 6.1.3 知 ,VY 
vEV,z*，vEW. 特 别 C(wu)€EW. 又 由 WW 是 不 可 约 的 知 ,C |w = 
全 midy 天 0, 于 是 C(V)=W,C(W)=W, 如 

Cr*v=r*Cv, VrEQvEV., 
故 C 是 9- 模 V 到 4- 模 W 的 满 同 态 , 因此 KerC 为 了 的 子 模 , 且 
WN 站 KerC 二 {0}. 故 
V=W+iKerC. 
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一 般 情 形 ,我 们 对 dimW 作 归 纳 证 明 . 若 dimW = 1, 由 

codimW = 二 1 知 ,dimV 二 2. 而 且 W,V/W 都 是 一 维 平凡 9- 模 , 故 
XiT2V=0, VzyzzEgET. 

因而 [zi,xzjv 二 0. 由 [9,9] 二 9 知 V 为 平凡 9- 模 , 故 有 Y 的 子 模 

Wi 使 V=W 寺 Wi. 

设 dimW 声 m 一 1,codimW = 二 1 时 ,结论 已 成 立 , 现 设 dimW = 
m, 车 W 不 可 约 , 前 面 已 经 证 明 , 故 不 妨 设 W 是 可 约 的 ,W; 为 W 
的 不 可 约 子 模 . 于 是 dimW>dimW; 之 0. 显然 ， 

dimW /W,:<dimW. 
又 W/W2: 是 8- 模 V/W, 的 子 模 , 旦 W/W 在 V/W,; 中 的 余 维 数 
codimW/W, 一 codimW 二 1. 因 页 在 V/W; 中 有 子 模 V,/W; 使 得 
V/W2s=W/W,+Vi/W,, 
其 中 Vi 是 V 的 子 模 , 且 VJ 汪 W;,V 门 W=W. 

由 于 dimVi/W;= 二 1, 故 Wi, 在 Vi 中 的 余 维 数 为 1. 故 有 Vi 的 

一 维 子 模 W 使 得 Vi 二 W; 十 Wi. 显然 ,Wi 站 W = 二 {0}), 故 
V=W+Wi. 
至 此 ,我 们 完成 了 引 理 6. 1. 5 的 证 明 . | 

定理 6.1. 6(H. Weyl) 复 半 单 李 代 数 的 任何 有 限 维 表示 
(9- 模 ?都 是 完全 可 约 的 . 

证 设 允 是 g- 模 Y 的 一 个 非 平凡 子 模 , 即 了 忆 W 二 (10}. 又 设 
Eo,Ei 如 引 理 6. 1.4 所 述 , 故 Eo,Ei 都 是 9- 模 , 且 E 在 Ei 中 的 余 
维 数 为 1. 由 引 理 6. 1. 5 知 , 有 Ei 的 一 维 子 模 已 ,使 得 

El= EE,. 
因为 dimE;= 二 1, 故 XxX， 二 0， VerE 天 ,rrEg. 又 
A |w=AMdw, ef EEIAEC. 
车 .xvEEo 时 ,4 尖 0. 取 EF, 了 关 0, 今 


r= 二 of， 


则 = 满足 条 件 (6),(7). 由 引 理 6.1. 3 知 ,有 多 的 补 子 模 Wi, 即 VV 
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二 W 十 Wi. 故 V 是 完全 可 约 的 . 1 
习 题 

1. 设 6 是 复 半 单 李 代数 .B(z,y) 是 6 的 Killing 型 ,U (4) 为 9 
的 通用 包 络 代数 ， 又 T1139T29 "9 Tm 与 19y29 Ym 都 是 0 的 基 , 满 
足 

Blzi, Yj) =6;, 1<&i, jm. 

称 T1T2 "Tm 与 19y2， Ym 为 对 偶 基 . 试 证 

1) 车 X19sT2 ,Tm 与 Vir ya Ym 也 为 对 偶 基 , 则 


了 
i=1 i=1 
2) 者 (o,Y) 是 6 的 表示 , 则 (po,V) 可 定义 为 U(8) 的 表示 , 且 
plz)pl yz 一 ol Sziy) cz)，VzE90. 
一 1 i=l1 


称 C, 一 > zy 为 6 的 通用 Casimir 元 素 .. 

2, 设 9 对 其 Cartan 子 代数 5 的 分 解 为 

9 一 日 十 人 19. 

ec 和 ge， au 和 A, 满 足 Bles,e.s) 一 13 ZX1, 2， | 为 b 的 基 ， 满足 
BCzzh) 一 0 试 求 4 的 通用 Casimir 元 素 C,. 

3. 设 ? 为 复 李 代数 9 的 根基 .车 r= 一 C(8), 则 称 9 为 约 化 李 代 
数 . 试 证 

1) 若 (ad,6) 是 6 的 完全 可 约 表示 , 则 8 为 约 化 李 代 数 ; 

2) 若 9 是 约 化 李 代 数 , 则 

9 一 C(C9) 由 [0,9]，02 半 单 或 09 一 (0) 
3) 若 6 为 约 化 李 代数 , 则 (ad,9) 为 9 的 完全 可 约 表 示 ， 


$2 复 半 单 李 代 数 的 不 可 约 表示 


由 于 复 半 单 李 代数 8 的 有 限 维 表 示 (p,V) 是 完全 可 约 的 , 故 
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V 可 分 解 为 9 的 不 可 约 不 变 子 空间 的 直 和 

= 六 十 Vs 十 … 二 Vi 
对 V;, 由 

- pix)=px)|y, zxEY 

可 得 到 9 的 一 个 不 可 约 表示 (pi,Vi). 记 

P= 十 Pz 十 … 十 px， 
并 称 o 为 表示 ,pz ,pi 的 直 和 . 复 半 单 李 代数 9 的 有 限 维 表示 
归结 为 8 的 不 可 约 表 示 . 

设 5 对 其 Cartan 子 代数 6 的 分 解 为 
9 一 少 十 2 (1) 


仍 以 (xz,y) 表 示 9 的 Killing 型 .用 Killing 型 可 将 了’ 与 6 等同 起 
来 . 

又 设 (p,V) 是 9 的 一 个 有 限 维 表示 ,于 是 由 引 理 3. 1.2,V 对 
有 权 子 空间 分 解 


V = OV, (2) 


A€EA 


其 中 4 为 权 系 ,V; 为 属于 权 4 的 权 子 空间 , 即 
Vi={vEVI(P0)— ,hidy) v=0,REDV, LEZ,). 
我 们 知道 还 有 下 面 性 质 ， 
pleVi EVits, a€EA, DdimV,. (4,h)=0. 
iEA 


我 们 称 dimV; 为 权 4 在 表示 (Cp,V ) 中 的 重 数 , 记 为 maxC4p) 或 max. 
引 理 6.2.1 设 (o,Y) 为 复 半 单 李 代数 6 的 有 限 维 表示 . 9,V 
对 9 的 Cartan 子 代数 的 分 解 分 别 为 (1),(2). 则 下 面 结论 成 立 : 
1) A€E A,vEV;, 则 
Pv=Ah)v, YhAED; 
2) AE A,aE A, 则 


2(4,a) 


(aa) 2 
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” 即 4€bx; 

3) XE A,W 为 8 的 Weyl 群 , 则 

wNEA, VwEW. 

证 1) 结论 1) 等 价 于 YEb,oC) 是 半 单 线性 变换 . 设 了 = 
{a1s02，,… 0n) 为 一 素 根 系 ,于 是 91 一 Ca 十 9 十 9-s。 是 9 的 3 维 单子 
代数 . 记 p: 二 els, 则 (pi,V) 是 9; 的 表示 . 于 是 由 定理 6.1.6 知 V 
有 分 解 

V=U, FU 4U,, 
U0; 是 9; 的 不 可 约 不 变 子 空间 . 由 定理 3.1.3 知 pla) 二 p(w) 在 Uh 
上 的 限制 是 半 单 的 . 故 pCa) 是 V 的 半 单 线性 变换 , 即 在 适当 基 下 
其 矩阵 为 对 角 和 矩阵 . 又 由 [pCa) ;pbaj)j] 二 0,1&i,j 志 n. 于 是 在 V 
中 存在 基 , 在 此 基 下 pCai),p(Cas),… ,pla,) 的 矩阵 均 为 对 角 和 矩 阵 . 
若 h€E, 则 有 aiEC 使 得 h = ee Ph) = 2 pC) 在 所 取 基 
下 为 对 角 和 矩阵 , 即 pC4) 为 半 单 线性 变换 , 故 结论 1) 成 立 . 
2) 取 wEViswi 关 0.kE2Z4，, 今 
v=p(eo) ta, vi—=po(e-a) va, 
于 是 ww EV v EV 今 
Vi=L(visv rk EZ), 
于 是 六 是 3 维 单子 代数 8“' 二 Ca 十 ,十 8_。 的 不 可 约 不 变 子 空间 . 
由 定理 3.1. 3 知 2 Ez. 
3) 由 定理 3.1. 3 的 证 明知 : 


4， 
ra(A) 二 4 一 2 aE h, VaE€ A,A€E A. 


由 于 W 由 {rela€ 4A} 生成 , 故 结论 3) 成 立 ， 
引 理 6. 2.2 设 4 是 复 半 单 李 代 数 9 的 表示 Cp,V) 的 一 个 权 ， 
W 是 4 的 Weyl 群 , 则 
ma(p)=maw (Pp), VYwEW. 
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证 设 4 为 8 的 根系 . 任 取 <cE4A, 则 9 一 Ce 二 go 十 9-. 是 6 的 
3 维 单子 代数 . 令 = {hEV9|(Ca,h)==0}, 于 是 所 为 的 子 代数 , 且 
9 一 名 十 Ce， [bo,9™]=0. 
V 作为 g- 模 有 根子 空间 分 解 


V= DOV,. 


u€EBo 
由 于 eC(h) (YhE6) 均 是 半 单 的 ,于 是 
Vu={(vEV Ip (howv=u hv ,ho Ebo). 
由 于 VzEg ,hoEbo,vEV,, 有 
plho) plr v=p rp ho) v= (ho or), 
故 p(x)VsSVs 因而 Vi 是 9”- 模 , 故 可 分 解 为 不 可 约 9”- 模 的 直 
和 
Yo 一 Ya 十 Ye 十 … 十 了 ee. 
显然 Vs 中 Ce 的 每 个 权 向 量 也 是 日 的 权 向 量 , 即 有 vE VEVe， 
YE (Ca)" , 则 
pho)v=pu Cho)v, pla)w=7Y(a)w. 
于 是 由 ho 二 aa->j(ho) 十 aY(a) 确 定 了 "=6 中 的 一 个 元 素 .于 是 V 
作为 4"- 模 有 不 可 约 子 模 分 解 ， 
V=Vi 十 Vi 十 … 十 VV,. 
由 定理 3. 1. 3 知 V 的 权 子 空间 分 解 为 
VV dV 
且 
LkaEA, dimVp-n=]1, 0<kEm. 
由 定理 3. 1. 3 的 推论 2 知 7.() 也 是 V; 的 一 个 权 , 于 是 
malp) 二 1(Vi14 是 Vi 的 权 }| 
二 |{Vi|re() 是 Vi 的 权 }| 
=m ww (po), 
由 于 {rsla€ 人 A} 生成 W, 于 是 引 理 6.2.2 成 立 ， 
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定义 6.2.1 设 1 是 复 半 单 李 代数 6 的 表示 (o,Y) 的 一 个 权 ， 
“是 % 的 一 个 根 . 若 有 非 负 整 数 p,g 使 得 
1 一 pa 一 (一 1)ay 0 十 ay 二 aa 
均 为 (p,V) 的 权 , 而 4 一 (p 十 Da,4 十 (g 十 1)a 不 是 权 , 则 称 {2 十 ka| 
一 p 二 kg) 为 过 4 的 a- 权 链 . 
引 理 6.2.3 设 4 为 复 半 单 李 代 数 9 的 表示 (Cp,V) 的 权 ,a 是 
8 的 根 ,过 4 的 a- 权 链 为 (4 十 ka| 一 pq) , 则 
2(4:a) _ 
Cua) 一 户 一 9 
证 令 ji=4 十 ge. 由 引 理 6. 2. 2 与 定理 3. 1. 3 知 (Mo) 也 是 
权 , 且 在 过 j 的 a- 权 链 中 . 又 


ra(ho) 二 4o 一 


2(% ,a) 
(a,a) “， 


1o， 
故 有 2 2 0 og, 


(a,a) 


2CAa) 
故 (oo pq 


令 =4 一 zare() 在 过 六 的 w- 权 链 中 ,由 此 知 


2C ya) 
a) 和 29， 


故 2045a) 


(a,a) 7 人 


240)_ 
因而 (a,a) =p da. | 


设 4 是 复 半 单 李 代数 g 的 表示 (Cp,V) 对 9 的 Cartan 子 代数 5 
的 权 系 . 由 引 理 6. 2. 1 知 4S 加 .在 名 中 取 定 基 后 ,就 可 规定 加 的 
字典 序 ,于 是 4 也 是 有 序 集 . 

定义 6.2.2 在 有 给 定 的 字典 序 下 ,车 4€ A 满足 

A>p, VuEA,nA4, 

则 称 2 为 表示 (Cp,V) 的 首 权 或 最 高 权 ,V 中 非 零 元 素 内 称 为 最 高 
权 向 量 . 

由 于 在 加 给 定 了 字典 序 . 于 是 g 的 根系 4A=A4+ UA4_ ,其 中 
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A+,4_ 分 别 为 正 根系 与 负 根 系 ,并 确定 了 4 的 素 根系 [= (ww， 
0}. 

显然 , 若 4 为 表示 (p,V) 的 最 高 权 , 则 

itaEA, YaEA,. 
因而 
oO(eo)m 一 0， Ya€EAr,wouEWV. 

下 面 我 们 讨论 复 半 单 李 代数 8 的 不 可 约 表 示 (o,Y) 的 性 质 . 

定理 6.2.4 设 (o,Y) 是 复 半 单 李 代数 6 的 不 可 约 表示 ,A 为 
(psV) 的 权 系 ,4 为 最 高 权 , 则 下 面 性 质 成 立 : 

1) 设 mwEVw 天 0, 则 由 形 如 

Ple-s Ple-a 0OCe- as aj€EH 


的 元 素 线性 生成 ; 
2) dimr 一 1; 
3) 设 wpE4, 则 在 4 中 有 权 链 
A,A—a Aa a A oa =p 
4) 若 1Eh,a€ A, 上 且 py 一 a€ 4h, 则 
ple_)V,¥ {0); 
2(4,0) 


5) 《way ESZ+， VaEA4+， 


证 1) 令 
k 


Vi=L{ eC- )wltEZ+ ,0 EH). 


显然 ,Vi 在 pCh) hE 及 ,ple_。) (mE ) 下 是 不 变 的 . 因为 为 最 
高 权 , 故 A 二 a 不 是 权 . 因而 ples)vi 二 0, 即 Plea VAEVI ,aEH. 设 


， 
k€ N,ples)( J] ple- oje V, ,于 是 
j=1 i 
K+ 


ples)| [ece-, )j] 


十 1 


= (LpCaD ,ple-s )] + ple-s, ples)) [ples Yo € Vs 


j=2 
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因而 V;, 在 ple。) (mE€ 0) 下 不 变 . 由 于 (9,es,e-。|1<i<<n) 生 成 9， 
故 V 是 表示 (p,Y) 的 不 变 子 空间 . 再 由 Vi 关 {0), Cp,V) 不 可 约 ， 
故 说 一 也. 故 结论 1) 成 立 . 


下 
2) 因为 TT pode-。)we Vi , 故 zEV 当 且 仅 当 "一 co， 
| j ja1i 
cEC. 故 dimVi 二 1. | 
3) 设 AGE 4, 于 是 有 vpE Vy,v 0. 故 
了 rp 一 DY krii Pleo Plea )*ples Dv 
i 5 5 一 1 1 


大 一 4 一 0 一 一 0 
于 是 有 Ls sls—1 9 ol1 使 得 
ple-a ple-s "ple-e Jo 天 0， 

故 

A,A—ai Aa = 
是 4 中 权 链 . 

4) 设 92 一 Ca 十 9 十 9-。7 作为 9”- 模 , 则 py 一 a,py 在 过 4 的 

a- 权 链 

AL—pas pa pH ga 
中 ; 取 Vtoe EV tae Uptga 0. 令 

Vi=L{p(e-e) vra|kEZ,) 9 
则 Vi 是 不 可 约 8”- 模 ,上 且 由 raj 十 ga) 二 jp 一 pa, 知 

9 
Vi= 9) Vor fl VW. 

、 AS 

特别 ,Vy_。 几 Vi 关 (0) ,因而 
ple_n)V ,A{0}. 
5) 设 a€ A+. 考虑 过 4 的 a- 权 链 

A— pas," 人,A 十 ay 十 ga， 

由 于 4 为 最 高 权 , 故 \ 十 cE4, 即 9=0. 于 是 
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4， 
2 pz. 1 


定理 6.2.5 设 (p,V) 与 (vo ,六 ) 都 是 复 半 单 李 代 数 6 的 不 可 
约 表 示 , 则 (p,V) 与 (pV') 为 同 构 表 示 当 且 仅 当 它们 的 最 高 权 相 
同 . 
证 设 (p,V) 与 (0 ,V') 为 同 构 表 示 . $ 为 V 到 VV 的 线性 同 
构 , 且 
p' (x)$=$o(x), VzE9， 
设 V 对 9 的 Cartan 子 代数 6 的 权 子 空间 分 解 为 


V= DV,, 
EA 
于 是 , 若 EV 有 
pA go) = ph v= ph $v, VYVhAED. 
故 V' 对 6 的 权 子 空间 分 解 为 : 


V'= 2 $V 
PE 从 


因而 Co,VY) 与 (% ,V') 有 相同 的 权 系 , 故 有 相同 的 最 高 权 ， 
设 (p,V) 与 (pV') 是 有 相同 最 高 权 的 不 可 约 表示 . 令 
U=VV'={(v,v )|vEV ,v' EV'), 
p=p 十 p'， 
即 
PXI vw)= pr 0 rv ), VrEd. 

显然 ,gp,U) 是 4 表示 .我 们 分 别 以 A(p),A(Cp) ,A(9) 表 示 (0,V)， 
《PV'), 《9,U) 的 权 系 .又 A 为 ACp),ACp) 的 最 高 权 , 则 4X 也 是 
A(9) 的 最 高 权 . 又 v4,w 分 别 为 V,V' 最 高 权 向 量 , 则 w= (visvx) 
为 UV 的 最 高 权 向 量 . 令 

Ui=L{ge-a ) "fess Nuala E I}. 


则 Ui 是 上 的 不 可 约 子 模 ,最 高 权 为 4. 分 别 作 Ul 到 V,V' 的 映射 
四,# 为 : 
bv 一， vv ) = 
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由 此 得 如 下 两 图 表 : 


Ui 多 V U, 办 Vy! 
plr) -| Hz) p'tz) 
Uy Ui a Vy!’ 
于 是 有 
页 PC(z) 一 D(Z) 和 和 ， YrEg; 
$lX)=p (x) po, YrE€g, 
且 有 


UD={v,0 EV}, $lU1)={(0,0) |v EV'}; 
Kert=Ui Nb (U1), Kergs=U: Nh (VU). 
这 里 (C0,v |v EV'),{(v,0)|1vEV) 分 别 可 与 V',V 等 同 , 仍 记 
为 V',V. 又 由 VV' 是 不 可 约 的 , 故 知 Ker 办 = 六 或 Ker 加 = (0). 但 若 
Ker#$ 一 V' ,又 (0,0)EU1, 故 由 Ui 不 可 约 知 
(0,02) =c(v,0), 

从 而 c=0. 这 导出 矛盾 . 故 Ker 加 二 {0). 因而 ,UV 与 V 是 同 构 的 4- 
模 . 同 理 ,V: 与 V' 是 同 构 的 9- 模 ,因而 (p,V) 与 (p ,V') 是 同 构 表 
示 ， 上 

注 ”在 上 面 定理 的 必要 性 证 明 中 并 未 用 到 (《p,V) 与 (p ,V'》 
的 不 可 约 性 ,因而 这 实际 上 证 明了 同 构 表 示 的 权 系 相同 . 


习 题 
1. 设 (o,Y)? 是 复 半 单 李 代数 % 的 不 可 约 表示 ,4 是 最 高 权 ,v 
是 最 高 权 向 量 ,a 是 一 正 根 ,过 4 的 a- 权 链 为 {4 一 kal0<& 志 p}. 试 
证 
ples)ple_s 各 一 C(E)oCe oO) lm， 
并 求 C(&). 
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2. 设 (p,V) 是 复 半 单 李 代数 9 的 有 限 维 表示 ,对 6 的 Cartan 
子 代数 bi 的 权 系 分 别 为 4, 试 证 : 
1) 存在 0EIntg,-rEGLIV) 使 得 
(0(z))ez = A Ox), Yr; 
2) 0(A)=A; 


3) 车 V= DV 是 V 对 的 权 子 空间 分 解 , 则 VV = 
HEA 
5 1x (V,) 是 对 后 的 权 子 空间 分 解 ,其 中 x CV,) 是 属于 权 9(p) 


HG 
的 权 子 空间 ， 

3. 设 (o,Y) 为 复 半 单 李 代 数 9 的 有 限 维 表示 ,4 为 (p,V) 的 
权 系 ,(o" ,YY ") 为 (o,V) 的 对 偶 表 示 . 试 证 (o* ,V* ) 的 权 系 A* = 
一 4 

4, 设 1 为 复 半 单 李 代数 9 的 表示 (p,V ) 的 最 高 权 ,wo。EW 使 
得 wo(At) 一 4-. 试 证 wo(CM) 是 (o,V) 的 最 低 权 ( 即 Yo4 魏 AU 为 
权 )， 


83 重 数 公式 


设 (p,V) 是 复 半 单 李 代 数 9 的 不 可 约 表示 ,4,) 分 别 为 权 系 与 
最 高 权 ,wE 4,mx 为 上 的 重 数 . 由 于 (p,y) 由 人 唯一 决定 ,因而 mp 
也 依赖 于 1. 本 节 将 讨论 这 种 关系 . 

设 9 对 其 Cartan 子 代数 日 的 分 解 为 


9g=b+ Dg.. 


aE4 
取 <E A, 对 于 92 一 Co 十 9 十 9--,Y 也 是 8 中 - 模 . 于 是 V 可 以 分 解 
为 不 可 约 子 9”- 模 的 直 和 ， 
V7=V TV: 十 … 十 V: 01) 
从 引 理 6. 2. 2 的 证 明知 ,每 个 V; 均 可 取 成 5 模 , 即 V; 中 对 于 Ca 
的 权 向 量 也 是 对 于 6 的 权 向 量 . 又 V, 中 每 个 权 子 空间 的 维 数 都 是 
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1 维 的 ,于 是 
mz 二 |{Vilp 是 十 9 中)- 模 Vi 的 权 )}| 
以 vi 表示 Vi 作为 8"- 模 的 最 高 权 向 量 , 设 vEV, 于 是 py 为 Vi 的 
权 , 必 有 ki:EZ+ 使 得 y= 二 入 一 kia. 
另 一 方面 , 设 (z,y) 为 6 的 Killing 型 . 取 zi,xzz,…,z; 为 的 
基 ;es€96,a€ A, 使 得 C(x;,zx)) = 二 6;,(1&i, jn); (ee 0) 一 1. 令 


C, = = Do )p(zi) 十 24ee)ple-e), 


容易 证 明 (参看 第 六 章 $ 1 的 习题 1) 
CooCZ) 一 0OCZ)Co， VzEn0. 
故 由 Schur 引 理 知 有 常数 cEC, 使 得 
Co 一 c 。 idv， 
于 是 
. tr(Cplvy,)=e ， Wp. 
因此 ,欲求 mz, 只 要 知道 Cs 在 V, 上 的 作用 及 < 就 可 以 了 . 
以 下 进行 具体 的 讨论 . 
引 理 6. 3. 1 设 复 半 单 李 代数 的 表示 Cp,V) 作 为 5 十 a 中- 模 
有 不 可 约 子 模 分 解 (1). 又 设 vi 是 V; 的 最 高 权 向 量 ,对 应 的 权 为 
人 
1) 令 N(a)=L(v 9 2 9。 ;v;) ， 则 
Nao=(oEVvioCeo)o=0)}， 
且 No) 是 9- 模 ,满足 
Na = yn No， 
N(a),=V,(NN(oO)=L({v A=)). 
2) 车 NN(a)y 过 {0), 则 p 一 2 人 Ezi, 且 


(a,a) 
dimN(a),, 0<h<p; 

dimple_ NG) SY (2) 
0， k>>p. 


又 当 0 入 kt 入 2 一 1 时 ,对 zE N(a),, 有 
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ples) pe) Cple-s) 0)=D tL) (ph) asa)ple-s) wv, (3) 
Ples)ple_o) 在 pl(e_。oXN(Ca), 上 的 限制 是 其 可 道 线 性 变换 . 
证 固定 一 个 Vi, 则 V; 有 基 
Visple-a) Vis Plea) ?iv:, 
其 中 
pi=2(%,a)/ (a,0). 
当 0<<k 志 pi 一 1 时 ,由 定理 3. 1. 3 的 证 明知 


ples) ple_a)*vi— 全 (pi—k+1)p(e_ a) lv,. 


由 于 wv; 是 不 可 约 8"- 模 V; 的 最 高 权 向 量 , 故 pCes)v;==0. 从 而 有 
ple) N(a)=0. 


反之 , 若 vE€EV,plew)v 二 0, 则 有 XEC 使 得 
5 Pp 
v= D2) > rupee) tv, 


i=1 k=0 
故 
sb 1 
D7 2) Fhilpi—kitl) zaple-s) tv;=0. 
i=1 b=1 
于 是 
Fp hz 0， 1<hk<p: 9 
即 Tia, 一 0， 1<kSQp,. 
因而 vv 二 2) xiowv: EN (a), 
1 
故 N(a)= {vEV |p(ea)v=0}. 
由 于 vi:EV, 故 Na) 是 b- 模 ,于 是 
N(a)= PVN Na), 
PE4 
N(a)s=V,N NCo)=L((y, | N=)). 
至 此 证 明了 结论 1) 成 立 . 
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2) 若 N(a)v 天 (0}, 故 有 尖 一 ,于 是 


_2CusaD) 2 ,a) 
(aya) (a,a) 


=p:EZ+. 


此 时 
ple_a NCa),=L({p(e_e) wlA= py)) 
当 0 才 k 和 pp 时, {p(e_o)'v, 一 所 是 线性 无 关 的 ,而 &> 户 时 ， 
ple-_o) 和 wj; 一 0, 故 (2) 式 成 立 . 
当 0<<k 志 p 一 1 时 , (3) 式 对 每 个 (4 一 各 成 立 , 于 是 对 YoE 


Na (3) 式 也 成 立 ， 
于 是 结论 2) 成 立 ， 1 
为 方便 起 见 , 令 
nu—=dimN (a),, 
于 是 


引 理 6.3.2 设 pE4,eE4, 而 pw+aE4, 则 下 面 结果 成 立 : 
1) Muka— ng np-aT "十 np-ia, 0<k LY, 


Ca, oa) 


3 
2) Voi = DPle INGa) ,js 


1=0 


3) nia—=mMmp pa— Mp ae 
证 V; 的 权 链 {一 ka10<k 志 pi) 是 关于 - 
Pp: (W090) 2 
Nh aa 
对 称 的 . 


当 一 pk 时 , 权 链 的 对 称 中 心 为 一 人 :名 


当 4 一 pha,0<h< 4 时 ， 权 链 的 对 称 中 心 为 


(p—ka,a) C0), 
(aa) “Casa 


于 是 , 当 太一 AN 一 0 一 有 ae 时 ,TV 的 权 链 可 排列 如 下 表 
245 


LA—ka 


A—a pp—a po—a p—a 
A—ka pA—ke 一 Ra AP 一 Ra ee AA—ka A—ka 
_ (£40) 。 
六 (ee 
oe 
: : Ep "Da Am (一 1)c Ws 
epa “ppa 7 
入 人 
A 
由 此 可 知 
(£0) 
Mp_pa—NpT nna""* 十 Wykay 0<es<Ya， 2 a)?’ 
即 结论 1) 成 立 . 


结论 2) 与 结论 3) 是 结论 1) 的 必然 结果 ， 1 
引 理 6. 3.3 设 wpE4,aE4. 又 知 过 三 的 性 权 链 为 {w 十 Ra 
一 p< 过 kg), 则 


十 ee 
>， mkt jasa) 一 0. 


j= 


又 若 paEA, 即 9 一 0, 则 当 O<P<2 入 亿 时 ， 


tr(CO(ec)C(e-o)|v ,) 一 六 CA 一 Jaya)72p-ie 


j=0 


证 当 j>gq 或 j=< 一 p 时 ,py 十 jaEh, 因 而 有 mit 一 0, 于 是 


十 ce & 
>») mutja( pK 十 Jaya) = > mytial pt Jaya)， 


7 一 一 co j=—p 
令 


4 
U = 2 Vtje 


了 一 一 轧 


故 品 是 9 中 - 模 , 由 此 有 trpla)1v)==0. 所 以 


9 
>» Mptia lp 十 Jaya) 一 0. 


j=—p 
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现 设 g=0,0<h< Le 由 引 理 6. 3. 2 知 


Vn = Dee- IN Ca) pio. 


由 (3) 式 知 ，YuEp(e-) NO jz 有 
- 2( Qa, a) . 
plea) Pleas)v -二 iD| 全 二 一 (一 用 


(aya)m 


= jt pil (hee v 
因而 
trCplea)ple_a) | 。) 
< 1 
一 》 njalk 一 j 十 Dl 一 和 一 (人 — Daal. 
j=0 
再 由 引 理 6. 3. 2 的 结论 3) 可 得 
tr(plea)ple—a) |y ie) 
天 
= Dm mt Dp 一 和 一 二 (kj) 


昌 
= >» (p Ja,a) my -ja 
j=0 


现 设 (pa)/(a,0) hs2(p,0)/ (00) =p. 


1 =ra(p) = Sa pL—pa, 


0 =ra(Q)=—aQ, 
于 是 对 于 0<& 委 如 /2, 有 
， 
tr(plea)plea) Ny 0) = Dp ja ,a mje. 
j=0 
而 
pA —k'a=p—patk'a=p— (p—k')a, 
天 一 je 二 Ap 一 pa 十 jc 一 Ap (六 一 Ja 
故 


已 
tr(CO(e-o)O(Ceo) |v， ooe) 一 一 了 >， (HK Cp D aa) my cp pa 
j=0 
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p 
=— YC ja mn 
J 二 p 一 处 


由 0 入 & 委 加 /2 , 故 p/2 志 pp 一 k' 二 p. 设 k==p 一 k', 于 是 
a 


trCple_) pled) ly ia) 一 一 >) Cp — josa) me 
j= 上 
又 由 
plea) ple_s) = ple_a)ples) 十 po， 
tr(plo) |y, ,) = mp — kha,a), 
Dt joa)mi = 0 
= 一 p 
得 


tr (plee) ple_,) | Vpka) 


p 
一 一 > (Up 一 Joeya)zap i + Cp — haya)my ta 


了 一 上 


0 
十 2 Cpt ja mt 


i=-p 
k 
= Dp — ja,a) mo. 
j=0 
引 理 6. 3. 3 得 证 . 1 
推论 设 XE A,aE A, 则 
tr(plea) ple-o) |v,) = >) pt jaya) mr 
j=0 
证 显然 ,右边 是 有 限 和 . 设 过 4 的 a- 权 链 为 {jy 十 ka| 一 p 志 & 
过 q). 令 j=j 二 qa, 于 是 1 十 aEAh, 且 有 


2Cp 50) 
(a,a) ptgq. 


又 y= 二 py 一 ga, 于 是 


tr(ple) ple-o) vp) = Dp 一 jes mai 


了 一 0 
= > (十 jesa)maota | 
j=0 
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最 后 ,我 们 导出 不 可 约 表示 的 重 数 公式 . 
定理 6.3.4 设 (o,Y) 是 复 半 单 李 代数 9 的 不 可 约 表示 ,4 为 


其 权 系 ,为 最 高 权 .又 令 8 一 了 > a. 车 1E 4, 则 


eEA+ 
(CA 十 6 十 9) 一 (CA 十 9 十 9))max 
一 2 >， Smalp 十 Jaya). 
aEa4+ 了 一 1 


( 注 此 公式 称 为 H. Freudenthal 重 数 公 式 . ) 
证 在 8 中 取 基 my,z，…z 使 ( 交 zi)= 一 0 取 eaE€ 4, 使 
(ee_o) 一 1 aEA4， 于 是 


Co 一 Des + Dple) pple,s) = ce .idy. 
注意 到 p(x) ,ple)p(e_,) 都 使 VV 不 变 , 故 
cm = tr DY pC) pc lyj 二 tr Dpcedple-s) hy,). 
下 面 分 别 计算 等 式 右 端的 两 项 


tr( 2 po(zDp(z)ly jj 一 mr px) ps0) 一 mn(Cprpo， 
zi 一 1 i=1 


tr(ple) ple-o) |y) = Dp jasa) mnt, 
j=0 


于 是 
Cc TY (CA AD) my 一 >» 了 > mpialp 十 ja,a). 
a€A j=0 
又 由 于 
muto.alpt0 . QQ maro. capt0 . (—a),—a)=0, 
故 
Cc — pp)ms 一 >) Pmt ja,a). 
. a€4 1 
又 


十 co 
> mp ja,a) 一 0， 


j= 
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于 是 
0 oo 
六 map tt jee) 一 一 Pmtiolp 十 jaso)， 


7 一 一 co 1=1 


车 a€ A-, 则 一 EA4, 且 
DE 十 jaya) 二 my(J, 一 0) 十 Deolp + 有 i(— 0),— a). 
由 此 可 知 
Cc — (p,m = 之 (po) mt 2 之 were 十 Jayo)， 
最 下 + - 
(c— (p+ 26,p))m, = 22) DD 十 ja,a)， 


EA 产 1 


下 面 确定 常数 c. 取 y=, 则 m1 二 1,mwt+j 王 0, 因而 
c— 《426,4) 二 0， 
c 二 (4 十 26,4) 二 (4 二 0,4 十 6) 一 (6,6). 
故 
c— (p26,1)= CA++6,AT60)— (0,6)— (p+ed ,pt + (0,6) 
= (2 二 6,AT6)— (p+6,p+ 0). 
由 此 可 知 重 数 公式 成 立 ， 上 
此 公式 实际 是 重 数 的 一 个 递 推 公式 . 
习 题 
1. 设 6=s(3,C) ,也 = {a oz) 为 其 素 根系 ,(p,V) 是 一 个 不 可 
约 表示 ,4 为 最 高 权 . 
1) 若 2(,a)/oyw)=1,2(a)/(azyas) 一 0. 试 求 此 不 可 
约 表示 的 权 系 4 及 moApE4. 
2) 若 2(0a)/aye)=1,2(o)/(Coazyaz)= 一 3. 试 求 此 不 可 
约 表 示 的 权 系 A 及 m,nE A. 


2. 设 0 一 Ca = {ai yaz)》 ， CQ1 为 短 根 ,不 可 约 表示 (pV ) 的 权 
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系 为 A,4 为 最 高 权 ， 
1) 车 2(0a)/asa)=-1,2C0,as)/(azyaa) 一 0 求 mooAEA4; 
2) 车 2Gya)/ (asa)=-0,2C4,az)/(azyQy) 二 1, 求 mu,pEA; 
3) 车 2Gya)/ (ay) 一 2,2Ch,az)/(azy02) 一 0, 求 mp1E€A; 
4) 若 2GQ,a)/ (Cay) 二 2(4,@2)/(azsq2) 二 1, 求 my,1EA. 
3. 设 工 为 复 半 单 李 代 数 % 的 素 根系 ,4 为 不 可 约 表示 (p,V) 
的 最 高 权 , 试 证 m=1, p= 一 ka10<h<2:9 ,a€E 1. 


(aya) 


$4 权 格 


设 旨 为 复 半 单 李 代数 9 的 Cartan 子 代数 . 从 前 面 讨论 知 9 的 
不 可 约 表 示 ,因而 任何 有 限 维 表示 与 上 的 函数 有 密切 关系 . 本 节 
将 讨论 颖 上 某 些 与 表示 的 权 有 关 的 函数 的 性 质 . 

现 设 A 为 8 对 9 的 根系 ,在 x 中 确定 好 字典 序 , 设 [= {w， 
wo)} 为 对 应 的 素 根 系 . A; ,A_ 分 别 为 正 , 负 根系 . 

利用 9 的 Killing 型 (zx.y) 将 "与 9 等 同 .AY ,了 "分 别 为 余 根 
系 , 余 素 根系 . 

定义 6.4.1 若 Eb 中) 满足 

(pa )EZ, 1l<i<n, 
则 称 py 为 6 的 整 线 性 函数 . 所 有 整 线性 函数 的 集合 记 为 已, 称 为 上 
的 权 格 . 

若 jyEP, 上 且 (yyar )EZ1(1<i<n), 则 称 jy 为 5 的 支配 整 线 
性 函数 . 所 有 支配 整 线性 函数 的 集合 记 为 P+ , 称 为 5 的 支配 权 格 . 

车 UpEP+, 且 (wov)E N(1S<i<n), 则 称 4 为 的 强 支配 整 
线性 函数 . 所 有 强 支配 整 线性 函数 的 集合 记 为 P++ , 称 为 的 强 
支配 权 格 . 

从 本 章 $ 2 知 ,4 的 有 限 维 表示 (o,Y) 的 权 系 ASCP, 其 最 高 权 
AEP. 
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引 理 6.4.1 设 y 是 6 上 的 线性 函数 , 则 kwE PCP? ,P) 当 
县 仅 当 
(pav)EZCZ,N)， Va€ Al. 
1 
又 令 = pp> a , 则 6EP+t+, 且 


coE 4 
(0 ) 王 1，1s; 委 2 (1) 
证 第 一 个 结论 的 充分 性 是 显然 的 . 又 车 xE 4+ ,由 引 理 


5,6.4 知 ,2 oh E Z, .显然 ， 2 EN .于 是 第 一 个 结 


论 的 必要 性 也 成 立 . 
设 aEA+ ,Qa 关 qi, 则 ro (a)E€ A+. 故 7 在 集合 A+ 一 {a} 上 诱导 
出 一 个 置换 . 故 


ra 0) =r Saltrl ta 
2 2 
ep 

lv _ 1, _s_ 

二 2 2 OC—a 
a 
于 是 由 

~、 2C0,a) y 

ru) 一 0 一 一 Ca ww 一 人 一 (Gar )az 


知 (1) 式 成 立 . 故 SEP++， 1 

定理 6.4.2 设 尸 , 太 分 别 为 权 格 与 Weyl 群 , 则 下 面 结果 成 
立 ， 

1) P 对 于 加 法 为 Abel 群 ,PP 与 P++ 对 加 法 封闭 ; 

2) wOOEP, VuEP,wEW; 

3) 车 XE€Pt,wEW, 则 


1 一 mw = Oho, hEZ, (2) 
i=1 
GQ+6,A 二 DCN +6 wD+O; (3) 


4) 车 AEP1t+, 则 w(2A)=4 当 且 仅 当 w=id. 
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证 1) 结论 1) 是 明显 的 . 
2) 设 xEP,a: EH. 于 是 


2(4,0:) V 
ao) (au yai) i 


一 (pay) 一 (pa ) a,a) )EZ, 

故 ro (1)EP,W 由 {rs |1 志 i&n} 生 成 , 故 结论 2) 成 立 , 

3) 我 们 对 7Cw) 作 归纳 证 明 .Zw)=1, 即 w=ra ,ai€E 卫 ,此 时 

A—ra (=CAa mu, (av )EZ+， 
故 7w) 二 1 时 ,(2) 式 成 立 . 设 1w)=t 一 1 时 (2) 式 成 立 , 当 1(w) 
=t 时 , 则 wi€EW,a€E, 使 得 w=wra ,lwi) 一 上 一 1. 由 定理 
4. 2. 3 的 证 明知 wi (a)E A. 于 是 
4 一 mW(M) =A wird) 一 4 一 zol(4 一 (AMy ay )ai) 


(ra CD sa) )=| 


=A— wiAt ,a wm) = >) ho, 
i=1 
其 中 EZi4. 故 (2) 式 成 立 . 
又 
(w(A) + ,wa) 十 9) 
二 十 一 4 十 wD),4 十 6 一 A 十 ww(N)) 
二 (2 十 ,4 二 人) 一 2 十 6,4 一 w(2)) 十 (2,1) 
+ (mg( mw(D) — 20,w(N)) 
(4+ 6,4+6) — 2(00,4— wl)) 
QFd,A+ 0) — Dk(a,a) 
t=1 
二 (十 9,14 十 9)， 
即 (3) 式 成 立 . 
( 注 从 这 里 我 们 看 到 ,(3) 中 等 号 成 立 , 当 且 仅 当 w(4)=1 
或 者 ,车 yEWa4 一 人 2}, 则 (p+6,p 十 6) 之 QA+6,4+ 人 5).) 


4) 由 结论 3) 的 证 明知 ,4E P++ 时 ,4= w() 当 且 仅 当 多 w)== 
0, 即 w==id. 故 结论 4) 成 立 ， 1， 


i 


下 面 我 们 考虑 9 上 的 对 称 涌 数 与 反对 称 函 数 . 首先 ,我 们 定义 
Weyi 群 W 的 元 素 在 上 的 函数 (4h) 上 的 作用 如 下 : 
(wR)—=FCw Ch)), VAED. (4) 
容易 证 明 下 面 公式 : 
wi(wzah) = (wiwa) FE, 
w Fi* F)=wFh * wh,, 
wFltFR2)=wh iwh,, 
这 里 FF， PF, 表示 函数 F， 与 F， 的 乘积 , 即 
Fl* Fo)Ch)=Fh)» Flh), VhED,. 
其 他 一 些 性 质 读者 可 自己 寻求 . 
定义 6.4.2 如 果 B 上 的 函数 下 满足 
wF=F, VwEW, 
则 称 下 为 了 6 上 的 对 称 函 数 . 
若 和 上 的 函数 下 满足 
wF=detw*: F, VwEW, 
则 称 正 为 5 上 的 反对 称 函 数 . 
显然 ,为 对 称 函数 当 且 仅 当 
rasF=F, Va El; 
F 为 反对 称 函数 当 上 且 仅 当 
raFf=—F, Va€EH. 

对 称 函数 对 于 加 法 、 乘 法 是 封闭 的 ,反对 称 函 数 对 于 加 法 及 与 
常数 的 乘法 是 封闭 的 . 两 个 反对 称 函 数 之 积 是 对 称 函 数 ; 一 个 反对 
称 函 数 与 一 个 对 称 函 数 之 积 是 反对 称 函 数 ， 

又 若 下 是 6 上 任 一 函数 , 则 


> detw » wh (5) 


wEW 


是 反对 称 函数 . 
事实 上 , Ya:€ 卫 ,我 们 有 
| > det Ww 。 wF) 一 > ,det ra * detratw (raw)F 
. wEW wEW 
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一 一 >， detroro。 (retw)F =— Dy detw » wr. 


rawEW wEW 
我 们 将 特别 感 兴趣 的 是 当 F(h)=exp (jy,h) (xEP) 时 ,由 上 
述 办 法 构造 的 反对 称 函数 . 
引 理 6.4.3 设 1Ebx. 令 


Aslh) = Ddetw .wexp(y,h), VYVhED, C6) 
则 ~ 
”DD 4 是 9 上 的 反对 称 反 函数 , 且 
A,(h) = DJ detw * exp(w(p),h); (7) 
2) -dat 4 VwEW, (8) 


4) 设 App po 区 br, 且 上 天 AH 天方 又 CisC29 °CmEC 
(c 天 0,1 委 ; 委 m) ,并 且 使 得 


F(h) = DJciexp(p sh) (9) 
i=l1 
为 反对 称 函 数 . 则 存在 入 ,2。，,… ,AE ba 使 得 
A>w(N), VYwEW ,wid, (10) 
F= YdiAy, (11) 
7 一 1 


其 中 心 EC (Uj). 
证 1) 在 (5) 中 取 F(h)=exp (4h), 则 知 4A 是 反对 称 的 . 又 
由 (4) 式 知 
wexp (py,h)=exp (pw (hh))=exp(w (lp),h), 
因而 (7) 式 成 立 . 
2) 由 于 
Awcw (hh) = D>) detwi » wiexp rw (1),h) 


wEW 


= >) detrw: 。 wiexp (pw (AD 


w EW 
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=A,(w 1(h)) = w+ A(h), 
再 由 结论 1) 知 (8) 式 成 立 . 

3) 设 wz 天 id,w(O 二 pk. 车 (jsQ) 关 0,， VaE A, 则 存在 Weyl 房 
,使 得 EQNwO02). 但 02Nnw(0)= 名 ,于 是 存在 a€E 4, 使 (ja) 
二 0, 即 rolp)= 二 .于 是 由 (8) 式 

4 一 4 一 detr， As=—A,, 
故 4 二 0, 即 结论 3) 成 立 . 

4) 因为 pj 闫 pC 关门. 让 exp (p15h),exp (prh) ,exp (pn, 
j) 作 为 上 函数 构成 的 线性 空间 中 的 元 素 是 线性 无 关 的 . 设 w€ 
玉 , 则 


wrFh) 一 Dcexp (wlp) sh) 一 cidetw * exp (py,h). 
t=1 一 1 


由 {exp (p43,h)} 线 性 无 关 , 知 wwGpa) yw (jp2),…,w (pon) 是 jpn, pi， 
**0 Lm 的 排列 . 记 Ww (fa) = pv) ; 则 ceo —detw ”Ci 由 于 三 作用 于 
(mL<i< 上 , 故 可 将 (mn1 委 :和 mo) 按 风 的 轨道 分 解 ， 
{p19 29 pr = Uwe. 
Wp 中 取 最 大 元 , 即 
A>w (a4;), wEW ,wid, 
则 有 p= 六 dh， 
其 中 dj 为 expC%,h) 在 F(h) 中 的 系数 . 1 
、 1 
定理 6.4.4 设 $ 一 二 2)a, 则 


“EA 
As(h) = I (exp(a/2,h) 一 exp( 一 a/2,h)), (12) 
aE4+ 
Aslh) = exp(6,h) [I (1.— exp(— a,h)), (12') 
aE4+ 
Aslh) = exp(— 6,h) [|[ Cexpla,h) — 1). (122) 
EA “ 
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证 显然 ,(12') 与 (12) 两 式 是 (12) 式 的 必然 结果 , 故 只 要 证 
明 (12) 式 成 立 . 设 (12) 式 的 右 端 为 Q. 
首先 ,证明 QQ 是 反对 称 的 .事实 上 
(raQ) Ch) =Qr CA)) 
= [| Cexp (rs (a) /2,h)—exp(—ra (a)/2,h)), 


oa， 
由 于 a€At 一 {Qi) ,ra (0) E€ At 一 {a) ;ra (@) 二 一 qi, 故 
raQ=—Q=detra* Q. 
因此 Q@ 是 反对 称 的 ， 
其 次 ,将 Q 的 乘积 展开 ,有 
Qh) = >， + exp (py,h), 


其 中 


<E4+ 
显然 SE (pj ,上 且 6>p,p 关 6. 又 知 exp(6,h) 在 Q(h) 中 系数 为 1. 于 
是 由 引 理 6.4. 3 知 
QR) = Ash) Fd A Ch) + td A Ch). 


此 时 {J} 按 W 的 轨道 分 解 为 
{14) 一 Uw 入 二 6 
且 
NA>wa;, VwE ,zw 天 id 


最 后 ,我 们 证 明 上 述 轨道 分 解 只 含 一 个 轨道 , 即 2,…,， 不 存 
在 . 若 不 然 , 设 


其 中 一 定 有 aE 4+ ,使 得 ee 一 一 1. 令 


n 


n= >，a 一 Dmia,, Mm; €E DZ， 


名 一 一 1 i=] 
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于 是 了 关 0， 二 6 一 家 . 


因而 Ai 心 ) 一 Pm,e) >0. 
故 存在 i 使 得 
mi >0， (N08 )>0, 

即 (%, a) EN. 

另 一 方面 ， 

全 全 ra (4;) 人 一 CA ,0 Da » 

故 Ciyaxy )E N. 
但 是 


(N08 ) 一 (6 at ) 一 1 (We ) 委 0， 

这 就 产生 矛盾 . 故 %,… ,不 存在 , 即 (12) 式 成 立 ， 下 

从 引 理 6. 4. 3 我 们 看 到 形 如 (9) 式 的 反对 称 函 数 都 可 由 形 如 
(10) 式 中 A 线性 表 出 . 下 面 我 们 将 证 明 当 NE P++ 时 ,这 些 4, 是 
互相 “ 正 交 ”的 ,因而 是 线性 无 关 的 , 自然 ,XE P+ 当 且 仅 当 4 十 6 € 
己 ++。 

定理 6.4.5 设 Nh ,AnE Pt+,H i¥; 时 ,天 人 . 则 Ans 
A%，…，A%, 作 为 的 函数 构成 的 线性 空间 中 的 元 素 是 线性 无 关 
的 . 

证 令 f=2rV 二 hae ,XR .于 是 可 以 将 函数 A (6) 


看 成 元 实 变量 的 复 值 耳 数 ， 即 A4(§) 为 zzzw 的 复 值 函 
数 , 且 


Ai(€) A (6) = 2 detrolzuzg，exp(zol(N),E) exp (wa) ,5). 


由 于 (wi(%) ,ax )， (rw2s (A)), EM )EZ， 且 ;7 时 ， 对 任何 wisWw EW 
均 有 wi(h) 关 wz(h), 故 存在 使 得 
(wi Ch) ,a ) 天 (roz(hz) ,a ). 
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1 0 
| Ai (€) 4 (2)dzidza…dzo = 0. (13) 
0 0 7 
另 一 方面 ,zw 和 ros 时 ,zwl() 天 roz(), 故 
[4 Bdridrdz, 
0 0 


|| exp2x /一 1 Y wh, at ) zh 
wEWY 0 0 天 一 1 
= |W|. (14) 
由 此 可 知 4 (6) ,4 (Ce) 是 线性 无 关 的 , 故 和 ,A 4 是 
线性 无 关 的 。 | 
我 们 可 以 将 (13) 与 (14) 两 式 统一 为 一 个 “ 正 交 ”性 公式 : 


male | A (€) A dredz, — Os. 


下 面 我 们 讨论 形 如 (9) 式 的 反对 称 函 数 以 及 相关 的 exp (4,h) 
等 函数 的 微分 性 质 . 
在 9 中 取 基 6 ,es,…,e, 使 得 
(€i,8)) =6;, 1<i, jn. 
于 是 b 上 的 函数 (4h) 可 视 为 n 个 变量 t,ts，… ,ts 的 函数 ,这 里 纪 ， 


ts °** tn 是 h 在 El E299"" 9 En 下 的 坐标 , 即 h = Di . 如 果 F(h) 是 
可 微 的 , 则 gradF 定义 了 到 5 的 映射 为 


2 
dzi…dzn 


L 


gradF (hy) 一 > ee, VE 下 (15) 
另 一 个 重要 的 算 子 是 作用 于 FA) 上 的 Laplace 算 子 A， 
(AF) (h) = > os. (16) 
由 直接 计算 可 得 
grad exp (1,h)=—=exp(u,h)* pL, (17) 
grad log (1—exp(—a;h)) = Th (18) 


这 里 h 满足 lexp(a,h) [>1 > 
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Aexp (4,h)= (1p, p)exp ps,h). (19) 


定理 6.4.6 设 A€Ebr, 满 足 
wA<A, VwEWOD— (id}, 


则 
AA(h)= (14,4 Ah). (20) 
特别 ， 
AAs(h)= (8,6)A(h). (21) 
证 由 (19) 式 知 
A4A(h) = Ddetw « AexpCw(N) ,h) 
wEW 
= Ddetw. Cw (2) ,wexp wd) ,h) 
wEW 
= ADAGR). 1 
定理 6.4.7 设 F(h),G(4) 均 为 上 可 微 函 数 , 则 
AC(F »G)(h)= AF): G(h)+F » (AG) Ch) 
+2(gradF (h) ,gradG(h)). 
证 由 于 
HGF) 9 aG 
82 oz, 六 | 半 Ot; Bo th a 
8G 
=SFG+F +2 名 Ea 
于 是 
AC(F . Oh) = > SE 


一 _Tp 0. Gh) + FO(h) . (AG) Ch) 
二 2(gradF (h),gradG 1)). 1 


习 是 
1. 设 P 为 复 半 单 李 代数 8 的 权 格 ,W 为 8 的 Weyl 群 . 试 证 : 


YkEP, 存 在 jEWp=={w(p) 1wEW) 使 得 (jw,aY )EZ4, 即 jE€ 
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Pt;H pw(p), YwEW. 

2. 设 (p,V) 为 复 半 单 李 代数 9 的 不 可 约 表示 ,4 为 其 权 系 ,证 
明 A 有 W 轨道 分 解 : 

4A= wa, 
其 中 多 EP1Q&it), 且 满足 
> 家; 机 为 最 高 权 . 

3. 设 4 二 G;, 素 根系 为 HI= {a ,as} ,其 中 Ql 为 短 根 , (p,V ) 为 
9 的 不 可 约 表示 ,最 高 权 X 满 足 Q,aY )==2 (二 1,2). 试 求 和 EP1， 
使 得 p 的 权 系 4 有 满足 习题 2 的 分 解 . 

4. 设 9 二 G2. EP1+ ,满足 (0,ay)==6;;. 试 求 Wh= {wC%) 1w 
EW}. 由 此 确定 以 为 最 高 权 的 不 可 约 表示 (pi,V,) 的 维 数 . 

5. 设 g=s(2,C). 试 求 已 ,P+,P++ 及 Ai(h), 其 中 XE€EPt+. 


$5 不 可 约 表 示 的 特征 标 


特征 标 是 有 限 群 与 紧 致 李 群 表 示 论 中 极 重要 的 内 容 . 复 半 单 
李 代 数 9 的 表示 的 特征 标 最 初 就 是 由 紧 致 李 群 的 表示 的 特征 标 产 
生 的 . 本 节 将 从 李 代数 的 角度 来 讨论 复 半 单 李 代 数 9 的 不 可 约 表 
示 的 特征 标 ， 
定义 6.5.1 设 为 复 半 单 李 代数 6 的 Cartan 子 代数 ， 
Cp,V) 为 8 的 有 限 维 表示 , 称 6 上 的 函数 
Xph)=tr(expph)), hED (1) 
为 表示 (p,V) 的 特征 标 . 
显然 ,特征 标 有 下 面 性 质 : 
1. 若 Cp1,V1) 与 (pz,V2) 是 等 价 表示 , 则 
CD 一 No Ch), YhED. 
2. 若 表示 (p,Y) 有 子 表 示 分 解 
了 = 帮 十 太 十 …… 十 Te 
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ee 


2 一 lv , 则 
Xo—=Xo + Xo,t "Xo, 
3. 车 V 对 日 的 权 空 间 分 解 为 
V = DV 


AGE 从 


4 为 权 系 , 则 
Xoh) 一 DdimV ,exp(p,h) 一 > mexp psh). 
PE 和 从 EA 


4. Xbh) 是 5 上 的 对 称 孙 数 , 即 
| wXoh) Xo h), VwEW,hED. 
事实 上 ,由 Mw 一 7720 知 
rzoXo(R) = > mexp wlp),h) 


EA 


一 >， mwwexp (wp) ,h) 


wiEA 


一 Xp(h). 
引 理 6. 5.1 设 (o,Y) 是 复 半 单 李 代 数 9 的 不 可 约 表示 ,4,4 
分 别 为 (p,V) 的 权 系 ,最 高 权 . 又 6 一 去 了 a, 则 


aEa4+ 
(Hp 十 6G,p 十 9)<(GA 十 9 十 SG) ， AGEA 一 人 

证 以 WW 表示 9 的 Weyl 群 ,xE A 一 (4). 于 是 有 EWx 门 

Pt1, 显然 ,jwo€ A. 由 定理 6.4.2 知 
(Ap 十 GAO) 委 (po 十 ,pm 十 0)， 
且 等 号 成 立 当 且 仅 当 Ap=A, 故 可 假定 kKE 4 门 P+ ,py 关 和 4, 则 4 一 
{a€EAy|y 二 aE 4A}) 关 名. 取 aE hy 满足 htao 二 max {htala€ A,)， 
于 是 jp 十 wo EAh. 由 于 pyEP1,6E PYT, 歼 (jy,a0) 之 0,(6,40) 之 
0, 于 是 (ja 二 6 ,p+O)— (pt6, pt6)=2(p 二 0,00) 二 (a0,00)>0. 
现 证 EPt. 若 不 然 , 则 有 素 根 4, 使 得 (ps,ar ) 过 0. 于 是 (ao,ar ) 
委 (p+To)<0, 因 而 8 一 % 一 (mo )a 也 是 正 根 , 且 ht8> 
htao, 而且 rs (CD) 王 由 一 (sa )ai 一 pj 十 BE A, 这 与 ao 的 选取 矛 
盾 , 故 AmERP+. 这 样 ,在 4 门 P+ 中 可 选取 pc<cm<…< 和 mA= 必 使 得 
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(Ap 十 ,pHp 十 0 人) 二 (0 十 8 十 <…<( 二 AT) 1 
定理 6. 5. 2(H. Weyl) 设 (o,Y) 是 复 半 单 李 代 数 9 的 不 可 约 
表示 ,最 高 权 为 人 则 
Xs = Axts/ bs, 


其 中 ?一方 2) ,4 于 9 或 9) 如 引 理 6.4.3 所 述 . 


aE4 
证 令 Cs 如 定理 6. 3.4 所 述 .于 是 
Co=ec * idyv, “一 (十 6 十 9) 一 (989)， 
由 定理 6. 3. 4 的 证 明 可 知 
Cy 一 mp 十 26 ,1) 十 2 2) Dimalp 十 Jaya)， 


aE4+ J=1 


上 式 两 边 乘 以 exp(p,p) ,再 对 wE4 求 和 ,得 
CXolh) = Dmalp 十 26,p)exp(p,h) 
和 从 


十 2>)， >) Dm,a)explp 一 ja, 有) 
pE4ecE4 j=1 
可 了 节 AE9 ,使 得 
lexp la,h)|>1, Va€EAi. 
于 是 
2 DP ma ps)exp lp 一 ja,h) 
Pa cE4+ 7 


I=1 


= 2 >) mepso)exp psh) > (exp(— ash))’ 
j=1 


i < 人 + 
— a,h) 
C00) ,有 。 _exp( 一 a， 
xP) Te 


由 本 章 8$ 4 的 (17),(18) 及 (19) 式 ,可 得 
AXp(h) = > mal ps pexp(psh), 


LEA 


gradXo(P) = D>) mexp ly,h)p, 
HEA 


exp(— a,h) 
1 一 exp(— 四 


grad log(] ~ exp(— a,h)) = 
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于 是 
cXo Ch) 一 AXp(h) 十 (26 ,gradXo(Am)) 
十 2 gradX, Ch) ,grad log( I QQ ~— exp(— a,h))) ) 


aE A 
= AX,(h) 
十 2( gradX,Ch) ,6 十 grad log( [IT (] — exp(— a,h))) }. 
aE4+ 
又 由 于 
As(h) = exp(6,h) [| (1 — exp(— a,h)), 
<E4+ 
故 
gradAs(h) = (grad exp(6,h)): [[ (1— exp(— a,h)) 
a€ A 
十 exp(6,h)， grad{ HH (1 一 exp(— a,h))) 
EA 
= exp(6,h) J] (1 ~ exp(— a,h)) 8 
a€A. 
+ exp(6,h) [| (1 — exp(— a,h)) 
<E4+ 
，grad log( TE (1 ~ exp(— ash))) 
EA 
= hs(h) 6+ hlh)grad log( TT 0 — exp(— a,h))). 
oaE4+ 
于 是 


CXo Ch) Aslh)=AXoh) As(h) 2(gradXoh) ,gradAs(h)) 
=ACXoAh) Ash)) — Xo(h) » AAsCh) 
=ACXsh) Aslh)) — (0,6)XpCh) Aslh), 
注意 到 c= (4 十 6,4 十 6) 一 08,6), 故 
ACXoh) hh)) = CAFO, MFO Ch) Aslh). 
又 由 于 Xolh)Ahs( 有 ) 是 反对 称 的 , 且 为 exp (jp,h) 的 组 合 , 故 由 引 理 
6. 4. 3 知 


KR)Ash) = DciA Ch), 
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于 是 
A CR) Ash)) = Deh) A Ch). 
故 有 
Deh) 一 A 二 + 6,4 二 6))A,(h) = 0. 


由 于 hh (4) 是 解析 的 , 故 可 去 掉 |exp (la,h) | 二 1 的 限制 , 即 上 式 对 
任何 hE€6 均 成 立 , 又 


(XpAs) (hh) 一 > ydetm *。exp(rw(G), 疡 )。 Dmsexp psh) 


wEW EA 


二 DJdetw * my exp (y+rw (0) ,hh). 


因而 有 pwpE A,wEW 使 得 
4 一 Ar 十 zw(6)， 
而 
A>wN), Vw EWOD— {id}, 
于 是 EP1t1. 由 {A}) 线 性 无 关 , 于 是 
(A 入) 二 (4A 十 6 ,4 十 6)， 
即 
wp +O mw CO 十 09) 一 (十 9 十 9). 
由 引 理 6. 5. 1 知 ,w7 1(p)== 久 于 是 入 =w(4 十 60). 由 于 A 十 6E 
Ptt, 故 4 十 6 过 wl4 十 0) 过 如 车 w 关 id, 由 yx4,w(6) 过 6, 故 
=p 二 +w(6) < 过 4 二 6. 
因而 ,w=id, 故 入 =4 十 .于 是 
AsCRXoh)=dAs th), dEC. 
比较 exp (4 十 6,h) 在 等 式 两 边 的 系数 知 d=1, 故 定理 成 立 。 | 
不 可 约 表示 特征 标的 第 一 个 应 用 是 由 特征 标 求 出 此 表示 的 维 
数 . 
定理 6. 5. 3(H. Weyl) 设 复 半 单 李 代 数 9 的 不 可 约 表示 
lp,V) 的 最 高 权 为 4, 则 
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打 ce 十 9) 


证 ”首先 ,我 们 证 明 可 取 充 分 小 的 es>0, 使 0< | 天 e 时 ， 
4(V 一 116) 天 0. 事 实 上 ， 


hv — 118)= [I 


六 一 Tc) 


exp 一 exp| 一 1 以 一 cp] | 
aEsa 2 
+ 
= I 2M isin $00) = QM 1 [sin (ed), 
waE4+ 二 zE4+ 


其 中 ==|4+1. 又 (a,6) 之 0. 故 可 取 充 分 小 的 e 汪 0, 使 得 |z| 过 
时 ,AsCM 一 116) 去 0. 
由 Weyl 的 特征 标 公 式 , 有 
dimy 一 Xp(0) 一 im4s(V 一 110)/4CV 一 189)， 
但 是 
HeCNW 一 1i6) = Dldetw. exp(w(A t+ 60),M— 1i6) 


wEW 


一 > detw 。exp(w-1(0) ,vv 一 1 十 9)) 


wEW 
= A 1 十 9)) 
= (2 /一 D" 开 sin 7 (a,4 + 6). 
因而 
dimV = TI (a2+ 0/ I (a,6). 1 
aE4+ eE 4 


注 此 公式 称 为 不 可 约 表示 的 维 数 公式 . 
作为 不 可 约 表示 特征 标的 第 二 个 应 用 ,我 们 给 出 不 可 约 表 示 
的 权 的 重 数 的 另 一 个 公式 . 设 wpE9. 令 PC 表示 将 p 分解 为 正 根 
之 和 的 方法 数 , 即 
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PO) = fleeaEz= 3) ha)|. 


<E4+ 


定理 6. 5. 4C(Kostant) 设 (p,V) 是 复 半 单 李 代数 9 的 不 可 约 
表示 ,A,^ 分 别 为 权 系 ,最 高 权 , 则 
ms = >)detr Po 十 6) 一 (十 9)). 


wEW 


证 由 于 1zl<1 时 ,有 
(一 Z)。 > 好 一 1 
k=0 
于 是 对 于 AGE8 ,使 得 
lexp(a,h)|>1, YaEA4+ 
的 ,我们 有 
Aslh) ! = exp(— 6,h) >) P(exp(— psh). 
因而 
Xlh) = Mrelh)As Ch) 一 
= SD)detw exp(w(At+ 6),h)exp(— p — 6,h)P(p) 


A wEW 


= >)>)detw .exp(w at 6) — (pt 0) ,APO). 


np wEW 
令 j 员 二 w(4 十 6) 一 (py 十 60), 于 是 
Ap 一 也 (4 十 9) 一 (十 9)， 
故 
Xolh) = Dm exppash) 


| 


= > >)detw PlwA+ 6) — (+ 6))explpa,h). 


mn wEW 
由 Xbb4) 的 解析 性 ,可 将 条 件 |exp(a,h) | 汪 1 去 掉 , 再 由 exp (jy,a) 
的 线性 无 关 性 , 即 可 得 公式 . 1 
习 题 
1. 设 为 复 半 单 李 代 数 9 的 Cartan 子 代 数 . A,A+ ,了 = {a， 
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wa) 分 别 为 根系 , 正 根系 与 素 根系 , 9 一 六 了) “ .又 (0yT) 
aeE 4 


是 9 的 两 个 不 可 约 表示 , 设 5 2x ~ 二 I Dz a ,zn ER,W 为 9 
的 Weyl 群 . 试 证 
fr sd 
Wo (0) WE A) Cdr dzodz 

_ 全 若 ol 与 o: 不 等 价 ; 
1， 若 o 与 ps 等 价 . 
2， 设 (p,V), (pi ,V1) 为 复 半 单 李 代 数 9 的 表示 , 且 (p1,V1) 不 
可 约 . 斌 证 (p,V) 不 可 约 子 表示 分 解 式 中 所 含 与 (p1,V1) 等 价 的 子 
表示 个 数 为 


mal “| ,Ce ) Xr CE A E€) AsEIdzx dzedz。 


3. 设 (p1,V1),(p2,V;) 为 复 半 单 李 代 数 9 的 表示 . 试 求 Xp @， 
与 Xp 与 Xp, 的 关系 . 

4. 设 (o,Yi) (py72) 是 9=s 02,C) 的 两 个 不 可 约 表示 . 试 求 
Xo to 与 Xen 及 pos 的 不 可 约 子 代 数 的 分 解 . 

5. 设 (p,V) 是 8 二 Gs 的 不 可 约 表示 , 了 = {a1,az} 为 Gs 的 素 根 
系 , 且 m 为 短 根 , 在 下 列 情况 下 计算 dimV (4 为 o 的 最 高 权 ): 

1) GQ,ar )=1, (4,ay )=0; 

2) (May )=1, (Mav ) 一 0 

3) (ha¥ )= (4,a) ) 一 1 

6. 设 (o,Y) 是 复 半 单 李 代 数 9 的 不 可 约 表 示 ,其 最 高 权 满足 
Co ) 一 1, 1 和 ii 委 这 里 瓦 = (a ,Qo,…,an) 为 素 根系 . 试 求 
dimV. 

7. 设 Cp1,V1),《ps,V1) 为 复 半 单 李 代 数 8 的 不 可 约 表示 . 为, 
为 它们 的 最 高 权 . 设 在 (p169p:,V1COVs) 的 不 可 约 子 表 示 分 解 中 ， 
有 x 个 不 可 约 子 表示 的 最 高 权 为 X. 试 证 
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一 2% detCwiwa)) Pon At 8) tw td) — A+20)). 


8. 设 复 单 李 代数 的 素 根系 区 = (a,as，,… ,a} 中 素 根 长 度 相 
同 . 试 证 


I 人 ep = [2 


ecE4+ 


1441 
。 I hta. 
caE4+ 


8$6 诱导 表示 


从 李 代 数 的 子 代数 的 表示 构造 整个 李 代 数 的 表示 ( 即 所 谓 诱 
导 表 示 ) 的 思想 和 方法 不 仅 在 李 代 数理 论 中 是 重要 的 ,而 且 在 群 
(包括 李 群 ) 表 示 论 ,结合 代数 表示 论 中 也 是 重要 的 . 李 代 数 的 诱导 
表示 理想 与 李 代 数 的 通用 包 络 代数 密切 相关 . 我 们 先 从 结合 代数 
的 诱导 表示 入 手 . 

定义 6.6.1 设 % 是 域 尺 上 的 结合 代数 ,Y 是 下 上 的 线性 空 
间 .2 是 4 到 Endy( 即 六 的 所 有 线性 变换 构成 的 结合 代数 ?的 同 
态 .此 时 , 称 (p,V) 是 a 的 一 个 表示 . 也 称 V 是 a- 模 ,并 记 

| a*v=p(a)v, VaEa,vE€EV. 

显然 , 若 a 为 结合 代数 , 则 在 a 中 定义 括 积 为 

[a,6]=ab—ba, Va,bEna. 
a 也 是 李 代 数 . 以 后 我 们 说 李 代 数 a , 均 指 上 述 括 积 . 

引 理 6. 6. 1 设 % 为 域 玉 上 的 结合 代数 , 又 李 代 数 a 的 通用 
包 络 代 数 为 VCa) ,将 a 嵌入 DCa) 中 , 则 存在 VCa) 到 a 的 同 态 $， 
满足 4|. 一 id.. 

证 设 i 为 李 代 数 a 到 U(a) 的 修 入 映射 ,id 为 李 代 数 & 到 结 
合 代数 a 的 映射 .于 是 有 

id([a,6]) =id(a)id(6) —id(bWid(a), Va,bEena. 
于 是 有 唯一 的 U(a) 到 4a 的 同 态 $, 使 得 
id=#。1， 
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即 
$°ila)=id(a)=a, VaEna， 
或 者 说 有 交换 图 表 


aa 一 ”一 UCo) 
id $ 
Qa 


但 $8°。iC4)= 二 g(a), YaEna, 因 而 $=idi. 1 
引 理 6. 6.2 设 o 是 域 玉 上 的 结合 代数 , 则 结合 代数 的 表 
示 (p,V) 也 是 李 代 数 a 的 表示 . 反之 , 李 代数 的 表示 (o,V) 可 扩 
充 为 结合 代数 a 的 表示 ， 
证 第 一 个 结论 是 显然 的 . : 
现 设 (o,V) 是 李 代 数 a 的 表示 , 即 a 到 gl(V)==EndV 中 映射 
PP 满足 
plLa6bl)=p(a)p6) — pb) pla), Va,b€n. 
因而 存在 U(a) 到 EndV 的 唯一 的 同 态 映射 ,使 得 


p= ei. 
或 者 说 有 交换 图 表 ， 
a : Ula) 
入 
> 多 
EndV 
| 

gl(V) 

注意 到 CUV(a) ,于 是 


pla)=y° ila)=y(a), Va€En., 
因而 
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D(ab) 一 ”ab) 一 VCa)0GOD) 一 PC(a)O(CD)， 
故 (p,V) 也 是 结合 代数 a 的 表示 . | 

用 上 面 方 法 不 难得 到 下 面 引 理 . 

引 理 6. 6.3 设 9 是 域 F 上 的 李 代 数 ,其 通用 包 络 代数 为 
U(9). 若 V 是 9- 模 , 则 V 有 自然 的 U(g)- 模 结构 .反之 ,车 V 是 
U(9)- 模 , 则 V 也 是 9- 模 ,而 且 V 作为 9- 模 与 U (8)- 模 时 ,其 可 约 
性 ,不 可 约 性 与 完全 可 约 性 是 一 致 的 . 

证 读者 可 自行 完成 。 1} 

定理 6. 6.4 设 4 是 域 上 的 结合 代数 ,b 为 其 子 代数 ,VY 是 
bp- 模 . 记 

IndtV =a V 
=arV /LL {abw adbv laEan, bEb,vEV), 
这 里 aC9rV 表示 玉 上 的 线性 空间 aCOV ,L{z|，}) 表 示 由 {zx|，) 张 
成 的 子 空间 , 则 

1) 在 a&%V 中 可 定义 a- 模 结构 , 称 为 由 b- 模 V 诱导 的 a- 模 ， 
简称 诱导 模 . 

2) 有 素 到 aGCosy 的 8- 模 同 态 ; 满足 

i(v)=16w, vEV. 

3) 若 WW 是 a- 模 ,j 是 V 到 Ww 的 5- 模 同 态 ,那么 ,存在 aC@V 

到 W 的 a- 模 同 态 了 使 得 
j=f i 


四 f 
即 右 图 为 同 态 交换 图 . IndiV W 
证 1) 设 a@vEa@V. 我 们 仍 
以 a69v 代表 在 ay 中 的 元 素 .但 注 1 
意 y 


abCw=adbv, YaEa;pEb,vET， 
可 在 Cosy 中 定义 wa 的 作用 满足 线性 性 及 
cCacoo)=caCoo， VYVcEna， 
显然 ,对 此 作用 ,aCOeV 为 a- 模 . 
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2) 作 Y 到 aC%V 中 的 上 映射 i: 
i(v)=1w, ' VvEV. 
于 是 i 是 线性 的 , 且 
po) 一 1 加 一 Co 一 2， (Ov)=6b(i(v)), YEEDvEV. 

故 ; 是 0- 模 同 态 . 

3) 定义 a@%V 到 W 的 线性 映射 了 使 其 满足 

fa) =aj(0), VaEawEV. 
首先 需要 验证 了 三 定义 的 合理 性 , 即 单 值 性 . 设 acEa,pEb,oEV. 于 
是 在 a6%V 中 ,ab9v 二 aC9bv ,而 j(bv)==6bj(v). 于 是 
flab) =abj(v) =aj(bv)= fadbv), 

因而 了 确 为 线性 映射 . 再 由 

flc(adv)) =f ca) =caj (vy)=e(ajv))=cf av), 

Vesa€EQa,vEV | 
知 是 a- 模 同 态 .又 
fv))=f06v)=1° jv)=j(v), VvEV, 

知 结论 3) 成 立 ， | 

定义 6.6.2 设 M 是 Abel 群 .a,Y 分别 是 域 玉 上 关于 M 的 
阶 化 结合 代数 , 阶 化 线性 空间 , 且 a = 了 一 ZV 又 V 为 a- 
模 , 且 满 足 

QV Vr VA,uEM, 

则 称 V 为 关于 M 的 阶 化 a- 模 ,简称 阶 化 模 . 

定理 6.6.5 设 M 为 Abel 群 ,a 是 F 上 关于 MM 的 阶 化 结合 
代数 ,b 是 a 的 阶 化 子 代数 ,V 是 阶 化 6- 模 . 则 诱导 模 aC9sV 是 阶 
化 4- 模 , 

证 由 a = ZY = 4 是 关于 M 阶 化 的 , 故 

a WsV = 2 5 uu@V, ) = BD BV. 
也 是 关于 M 的 阶 化 线性 空 间 . 又 车 be an Nbsaea, ;0EV,, 则 
abCOw E ax 1+%COV SS (ACOV D4 tuts 
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uCObv E a PV Ea OV + (aCOV ) tt 
故 L{ab69v 一 aCObv |aEa,b5Eb,vEV) 为 aO9zV 的 阶 化 子 空间 . 
再 由 ca@@v)= 二 ca&v ,YascEa,，vEV ,我们 可 知 aC%V 是 阶 化 a- 
模 .。 1 

从 结合 代数 的 诱导 模 ,我 们 可 以 平行 地 构造 李 代 数 的 诱导 模 . 

定理 6. 6.6 设 8 为 域 尺 上 的 李 代 数 ,8 为 8 的 子 代 数 . 
“DG9),D7GD) 分 别 为 9 浊 的 通用 包 络 代数 . 又 V 为 久 模 , 则 

1) 在 线性 空间 

IndV =U (9) vw V 
上 可 定义 8 的 作用 ,使 其 成 为 8- 模 , 称 为 5- 模 V 的 诱导 8- 模 ,或 简 
称 为 诱导 模 . 
2) 存在 了 到 Indby 的 9- 模 同 态 i, 满足 
i(v)=16w, VYvEV. 

3) 寿 WW 为 9- 模 ,又 jy 为 V 到 WW 的 模 同 态 , 则 有 IndBV 到 

琵 的 乡 模 同 态 f ,满足 
7 一 和 IndgY 
即 右面 的 映射 图 为 交换 图 . 

4) 若 6 为 关于 Abel 群 M 的 阶 化 李 
代数 ,6 为 8 的 阶 化 子 代数 ,V 为 阶 化 vy 
模 , 则 诱导 模 IndhV 为 阶 化 9- 模 . 

证 由 引 理 6. 6. 3 知 6 模 V 也 是 77(G9)- 模 . 故 由 定理 6. 6. 4 
知 Ind 扩 一 CGI)Guey 为 (7(9)- 模 ,因而 也 是 9- 模 . 由 定理 6. 6. 4 
与 定理 6. 6.5 知 结论 2) 一 4) 也 成 立 ， 1 

下 面 我 们 讨论 一 种 特殊 的 情形 . 

定理 6.6.7 设 #,9 均 为 李 代数 % 的 子 代数 , 且 9 有 线性 空间 
的 直 和 分 解 


了 


Ww 


4 一 8 十 9 
又 了 为 依 模 , 则 线性 空间 17GD)Guey 与 线性 空间 U (8)Gry 同 
构 . 
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证 由 PBW 定理 (定理 4.6.5) 知 ,UG)69U 0) 到 U(g) 有 线 
性 同 构 映射 p, 使 得 g(a696)= 二 ab, Ya EU(8),b5EU(). 于 是 
U()OV=L{abdv la EU BLEUVU BO), vEV). 
但 作为 U(8)C9vwyV 中 元 素 ,有 
apCov 一 aa 加. 
因而 
U()Oua VY=L{av la EUY),vEV). 
故 有 U()CvowyV 到 UG)@rV 中 的 线性 同 构 映射 y, 使 得 
Jr) = rv, rEUS). | 
由 此 定理 ,可 将 UG)OrV 与 U (8)CvwyV 等 同 起 来 .于 是 
U (8)C9rV 是 9- 模 .9 在 其 上 的 作用 满足 下 面 性 质 ， 
1) 若 acE8, 则 
a(zrC)=arvu, VvEU OV,; 
2) 车 5Eb,zEU(8), 且 [5,z] 二 》)&hi ,其 中 有 EU G8),h 
EU(B), 则 
brBW)=IOW+ DOhv, VYvEV. 
3) 若 # 为 4 的 理想 , 则 
brO0v)= 6, rrbv, VbEDb, rvEUEOV. 
例 6.6.1 设 万 为 2 十 1 维 的 Heisenberg 李 代 数 ( 参 见 第 一 
章 $4 的 习题 3). 记 
Ti= Eitis ln y= bint liSn, z=Et2,nts. 
于 是 有 
[zi, yj; |=6;z, [zi, x;j= Ly,y;j=[Lz,Hj=0. 
令 
. B=L(riyz2, ,Ta 2), B=L(Oyi, ye Yn), 
了, 分 别 为 9 的 理想 与 子 代 数 , 且 
9 一 8 十 
又 设 cEC,c 关 0.V 是 C 上 一 维 线性 空间 ,v 是 V 的 基 且 及 模 结 
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构 : 
Z*vV—=cv, Xi* v=0. 

由 昌 模 V 诱导 的 互 - 模 IndfV 线性 同 构 于 UG)CV, 因 dimV==1， 
故 UG)CV 线性 同 构 于 UG), 于 是 UG%) 为 五- 模 , 由 例 4. 6. 2 与 
定理 4. 5.3 知 UG) 同 构 于 C 上 元 多 项 式 代 数 CLy1s y2,°* ,ynj. 
注意 ,这 里 y, (1 二 i 二) 为 不 定 元 ,不 理解 为 矩阵 . 此 时 五 在 
IndfV 一 CLyi,y2，… ,ysj 上 的 作用 为 : 

EO RT ED EO 
( 即 为 多 项 式 的 乘法 ) 

Cy yy ) = yy yO) 
=c Cy ya yr) 
( 即 乘 以 常数 c) 
Zi ya ys ) 
= [zi ya ya yn Ov yr ya yn OO Tv 


=chkiyit yore YE lee ya 


-< 区 Cy ya yn ye ). 
即 为 。 3 的 作用 
显然 ,这 个 表示 是 五 的 无 限 维 不 可 约 表示 ， 量 
我 们 很 容易 将 这 个 例子 推广 到 无 限 维 的 Heisenberg 代数 上 


去 . 这 种 表示 在 Kac-Moody 代数 与 顶点 算 子 代数 理论 中 ,在 物理 
中 都 有 重要 的 应 用 . 


习 题 
1. 设 6 是 李 代数 9 的 子 代 数 . 又 Vi,Y。 是 同 构 的 所 模 . 试 证 
Indgy: 与 IndiV, 是 同 构 的 9- 模 . 
2. 设 5 是 李 代数 9 的 子 代 数 . 又 轩 模 了 有 子 模 直 和 分 解 了 = 
总 十 V2. 试 证 9- 模 Indgy 有 子 模 直 和 分 解 
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Ind}V =IndiV 十 Indgy， 
3. 设 了 是 李 代 数 9 的 子 代 数 ,Vi,Vs 为 久 模 , 又 PE Horm (Vi， 
V2). 试 证 存在 8E Hom,(Indgyvi,Indlys) 使 得 
p(aQo ) =aDplo). 


8$7 不 可 约 表 示 的 存在 性 


设 为 复 半 单 李 代 数 6 的 Cartan 子 代 数 ,A, 卫 = {al ,az，…， 
a,} 分 别 为 根系 与 素 根 系 . P,P1 分 别 为 权 格 与 支配 权 格 . 我 们 知 
道 ,9 的 一 个 有 限 维 不 可 约 表示 由 此 表示 的 最 高 权 决 定 . 最 高 权 一 
定 是 P+ 中 元 素 . 本 节 将 证 明 对 于 Pt+ 中 每 个 元 素 , 一 定 存在 9 的 不 
可 约 表示 以 其 为 最 高 权 . 这 样 , 复 半 单 李 代数 的 有 限 维 不 可 约 表 示 
的 分 类 问题 就 完全 解决 了 . 

设 4+ 为 正 根系 ,9 的 Borel 子 代数 为 


b=b+ >，0。 
cE4+ 


又 n_ = >， 0。 
是 6 的 老 零 子 代数 , 旦 8 有 线性 空间 直 和 分 解 
4 一 n_ 十 0， 


又 设 (z,y) 为 6 的 Killing 型 .于 是 可 将 多 与 9 等 同 , 设 MED， 
V 是 C 上 的 一 维 线性 空间 ,v 是 Y 的 基 . 定义 pb 在 上 的 作用 满 
足 : 

hev=(A,h)v, VAED,; 
ee。1 一 0， Va€ Al,eE ge. 

显然 ,V 是 0- 模 ， 

定义 6.7.1 设 b- 模 V 如 上 所 述 . 称 b- 模 V 的 诱导 9- 模 

M(A)=IndtV 
为 以 4 为 首 权 的 9 的 Verma 横 . 
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引 理 6.7.1 设 是 复 半 单 李 代数 9 的 Cartan 子 代数 . AEb， 
M(CD 为 9 的 Verma 模 . 
1) MC 力作 为 UCn_ )- 模 同 构 于 Um-)- 模 UCn-), 且 wv 为 
M(N) 的 生成 元 , 即 MC(N) 是 由 wv 生成 的 秩 1 的 自由 Un-)- 模 ; 
2) 若 W 是 9- 模 ,并 存在 wEWW,w 关 0 使 得 
h*w=(Ah)w, VAED, 
em 一 0， VaE Ar,esE le, 
W=U(g)w, 
则 Ww 是 MGO) 的 商 模 ，; 
3) M(X) 中 有 唯一 的 极 大 真子 模 M' (4); 
4) 商 模 (4) 一 MOVD/M'() 是 不 可 约 9- 模 . 
证 1) 由 4==n- 十 6, 于 是 从 定理 6. 6.7 知 MCA) 同 构 于 
VCn_)GQry ,再 由 V=Fv 知 结论 1) 成 立 . 
2) 显然 ,V 到 克 的 映射 7 
jl(rv)=rzw, VrEC 
是 6- 模 V 到 Bb- 模 W 的 模 同 态 . 故 由 定理 6.6.6 知 有 AM(X2) 到 W 
的 9- 模 同 态 f ,满足 
flarv)=aw, VaEUn_). 
又 由 PBW 定理 及 W 满足 的 条 件 知 
W=U(g)w=U (Nn )w, 
故 f 是 满 同 态 . 因此 W 同 构 于 M(4)/Kerf. 
3) 由 于 MOVD) 同 构 于 Um-_)6V, 故 M(4) 有 权 子 空间 分 解 
MG = > MONV,, 
uA 


其 中 
Mo 一 (tea Ea" ea v1A—o a 一 … 一 上 % 一 上 
2 


设 Mi 是 M() 的 子 模 , 且 wxE Mi. 于 是 有 
UU 十 zi 十 … 十 zu， 
其 中 Hi L229" Hs 互 不 相等 ， 故 有 疡 E8 ,使 得 (mA 天 (po 产 ) 天 
277 


21, js; 而 对 1k 和 一 1， 人 
he . u= (push) uy 十 (As sh) wt Cp sh Yu 加 


由 于 ， 
1 | 1 | ee 1 
;hh ,hh) “"* (ph) 
A ) i A ) | 0， 
(ph)’! (pe 9h) 1 0 (hI 


故 知 Up ?Ug “oup 可 以 表示 为 ush* us sh le u 的 线性 组 合 ， 
因而 wy €E M,1<i<s. 于 是 | - 


= DPM, n M. 


若 Mi 为 真子 模 ， 则 M OEM; 由 此 可 知 真子 并 之 和 仍 为 真子 
模 ,因而 MCA 中 有 唯一 的 机 大 真子 模 M'(N). 
4) 车 (4) 二 MG)/M' (4) 是 可 约 的 ， 则 有 非 平凡 子 模 .又 

设 x 为 MGD) 到 工 (的 自然 同 态 , 则 MC) 中 有 子 模 x-1(L) 满 足 
MODA LIDOM OA, 
这 与 M' (A) 的 极 大 性 矛盾 . 故 志 (1) 是 不 可 约 的 . 上 
推论 x(v)ELCG) ,满足 
he xv)= hh xy), VAED; 
Es" AX(V)=0, Va€E A ,ecE Qo; 
L(V)=U(n) .x(v), 
证 由 M 必 (1) 的 结构 ,这 是 显然 的 ， 上 
以 下 ,我 们 在 工 (42) 中 仍 以 v 来 记 x(v), 称 vv 为 最 高 权 向 量 . 
定理 6.7.2 设 AEP+, 则 工 () 是 有 限 维 不 可 约 表示 , 且 


。 (9 十 Ma) 
dimL(A)= le CB 


证 我 们 只 要 证 明 工 (4) 是 有 限 维 的 . 第 二 个 结论 为 不 可 约 表 
示 的 维 数 公 式 . 
… 设 v 为 L(N) 的 最 高 权 向 量 . 令 
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从 一 (ea 各 ， 有 一 0，1，…， 


其 中 ai 为 素 根 .e-_。E€9_。,e-。 交 0. 由 于 


Qi* v= (A,Q)V, es * UV=0, 
故 由 定理 3.1. 3 的 证 明知 
ea vi = | hOXs0) — hk 1) Cos 6) | ve 


_ kla;,ai) 
”2 
于 是 , 当 po 一 (Act ) 十 1 时 ， 


Cu Ce- )%vp 一 0， 


(Coe ) 一 上 十 1)me-i。 


显然 , j 关 i 时 ， 
ea (e_a ) "v=0. 
今 V1 二 (e-a)*%v, 则 有 vl E 了 (47 he , 且 ec 一 0， YaEA4+. 于 是 
(9)w 是 工 (人 ) 的 真子 模 , 由 二 () 的 不 可 约 性 知 U(g)w = (0), 即 
e ee tly=0. 
容易 验证 ,e+。 作 用 在 UC(9) 上 是 局 部 知 零 的 . 若 zaEU(o)， 
我 们 用 归纳 法 可 证 明 
k 
zi = > Ci((adz)'a)zt'， 上 之 0. 


因此 ,ei 作用 在 L() 上 也 是 局 部 短 零 的 . 于 是 
0 —expes, * exp(—e-s) * expes 
是 工 (4) 上 的 可 道 线性 变换 . 可 取 e+ 满足 
[ea ,es =ar. 

由 于 对 LC2) 的 任意 线性 变换 了 X,Y 有 

eye 一 ec 。Y, 
因而 ,对 wEZ(GDwAEg3, 由 定理 4.4.1 的 证 明 可 知 

h* avs =0%0 1h vs— 0 (0 Ch) vs 
=0% (ro (hv, (ra Ch) pO vw, 
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一 (ro (p00 ) Oa vy. 
故 扩 为 LC(2), 与 二 (0 之 间 的 同 构 映射 . 令 A 为 L(X2) 的 权 系 ,于 
是 W(4) 一 A. 设 jEAh, 于 是 存在 入 EW, 门 P1. 显然 ,ms 入, 因而 
A= [() Wa 


NEANPT 


由 于 和, 故 知人 是 有 限 集 . 又 由 
LO = Lie-s es ep 一 人 一 3%), 
故 dimZ(A)v<co. 因此 dimL(2) = 了 是 有 限 的 ， | 


由 $6.2 与 与 上 面 的 讨论 ,可 得 下 蜀 的 定理 . 

定理 6.7.3 设 己 -为 复 半 单 李 代数 9 的 支配 权 格 , 则 对 任 一 
AEP+，, 在 等 价 意义 下 存在 唯一 的 以 1 为 最 高 权 的 有 限 维 不 可 约 
表示 , 且 9 的 任何 有 限 维 不 可 约 表示 的 最 高 权 MEP+. 1{ 

至 此 ,我 们 已 完全 解决 了 复 半 单 李 代 数 的 有 限 维 不 可 约 表示 
及 有 限 维 表示 的 分 类 问题 . 

解决 对 应 于 一 个 支配 整 线性 函数 的 不 可 约 表示 的 另 一 个 途 
径 ,需要 用 到 下 面 的 概念 . 

定义 6.7.2 设 卫 ={aiyas,…,an} ,P+ 分 别 为 复 半 单 李 代 数 9 
的 素 根系 ,支配 权 格 ,又 石和，… 必 EP+ 满 足 

(ay ) 一 06， 1<j 去 mw 

称 以 如，…， 为 最 高 权 的 不 可 约 表 示 2p0… 0 为 g 的 基础 
表示 . 

显然 , 若 MEP+, 则 有 


人 一 Re > 


张 量 积 


Cgoooe GoD…GeQ…Gn 


(Ma ) 个 CA,ay ) 个 (14,ay ) 个 
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中 必 有 子 表示 为 以 4 为 最 高 权 的 不 可 约 表示 . 这 就 是 另 一 证 明定 - 
理 6.7. 3 的 第 一 个 结论 的 途径 ， 


习 题 


1. 设 p1 ,ps，,… ,ps 为 复 半 单 李 代数 9 的 基础 表示 . 试 证 9 为 单 
李 代数, 则 Kerp 三 (0})(1 委 : 委 2). 反 之 , 若 有 某 个 1 六 ,使 Kerp;= 
{0), 则 为 单 李 代 数 . 

2. 设 卫 , 卫 = {m0q2,… ,0r) 分 别 为 复 半 单 李 代 数 9 的 权 格 , 素 
根系 .4 丸 ,各 ,… ,和 EP, 满 足 (%,a) ) 二 65(1&i, jn), 则 称 和 (1S&i 
魏 ?) 为 基础 支配 整 线性 函数 . 试 证 ， jEP, 可 唯一 地 表示 为 {411 


二 i<n} 的 整 系数 的 线性 组 合 , 即 4 一 >)mh,m E22, 及 EP! 


(P11?) 当 且 仪 当 m:€ ZCN). 

3. 设 己 为 复 单 李 代 数 9 的 权 格 ,a 为 & 的 最 高 权 . 试 证 ，a€ 
P11, 并 当 9 为 典型 单 李 代数 与 G, 时 ,将 a 表示 为 基础 支配 整 线性 
函数 的 组 合 ， 

4. 设 U,V 分别 为 复 半 单 李 代 数 8,91 的 单 模 . 试 证 在 UOV 
中 有 单 891- 模 结构 , 且 UOV 的 最 高 权 为 U,V 最 高 权 的 “和 ”. 

5. 设 9==sx 十 1,C) ,nn 之 1;s0 tC),n 宇 3;sp (rn,C) 时 ,V 分 
别 为 C 上 十 1,n 与 2 维 线性 空间 . 于 是 分别 同 构 于 (7)， 
so(V) 与 sp(V), 故 V 为 8- 模 . 试 证 V 是 单 8- 模 ,并 求 V 的 最 高 权 
的 支配 整 线性 函数 的 表示 . 


398 Levi 分解 


一 般 地 讲 ,特征 为 零 的 域 上 的 李 代 数 可 分 解 为 它 的 根基 与 

一 半 单 子 代数 的 线性 空间 的 直 和 , 即 所 谓 Levi 分 解 . 证 明 的 框架 

与 复 半 单 李 代数 表示 完全 可 约 性 的 证 明 框 架 雷 同 , 因而 ,Levi 分 

解 实 际 上 也 是 李 代数 表示 论 在 研究 一 般 李 代数 的 结构 理论 中 的 应 
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用 . 
为 方便 计 , 设 6 是 域 C 上 的 李 代数 . 
定理 6. 8. 1 假设 李 代数 8 的 根基 + 为 单 g- 模 , 则 g 是 8/r 通 
过 ?的 非 本 质 扩张 , 即 有 9 的 子 代数 5 与 8/t 同 构 , 且 
0 一 T 十 9%. 

证 1) 不 妨 设 {0;CrCg. 由 ?可 解 , 故 [f,?jCr. 而 [t,t] 为 
T 的 子 模 , 故 由 ?为 单 8- 模 , 知 [r ,rj]=0. 

2) 若 C(G@) 和 关 {10), 则 C(9)=r,dimr 一 1. 因 而 dimry 盖 1 时 ， 
CC9) 二 {0). 事 实 上 ,C(g) 为 ?的 子 模 , 且 CC) 的 任何 子 空间 均 为 
T 的 子 模 . 故 CC9) 关 {10}, 有 CC9)=?Y ,dim?r 二 ]. 

3) 由 于 9 为 8- 模 , 故 由 定理 1.7.7 知 W=Endg 有 94- 模 结构 
如 下 : 
| (T°* A) y= [zr yt zr,y], VX,yEQ YF EW. (1) 

令 一 一 (adzlzEr)， 
Q={x EW|.z (Er, t=0}, 
R={x EW|x (OET, or 一 Cez)id )， 
于 是 PEQCR; dimR=dimQ+1. 
4) 若 Cl8) 关 {0}), 由 讨论 2) 知 P= {0). 
若 C(9)==(10}, 则 ad 是 ?+ 到 PP 的 线性 同 构 , 且 Yr€9,yErY， 
容易 算出 zx，ady 一 ad[zx,yj. 因而 ?与 P 是 同 构 的 9- 模 . 
”5) 车.wf ER,zx;yE9, 由 (1) 式 知 
(Tz* A y= Lr my 一 -or[Lzy] Er. 
又 若 yEr, 则 
(zZ，-oz)。 3 一 4(-ez zy A) zr, y=0, 
故 x，.ef EQ. 因 而 Q,R 均 为 W 的 子 模 . 
又 车 xE7T, 则 由 上 面 讨论 知 
| rT* =A )adr, (2) 
于 是 R 满足 
rREP. (3) 
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6) 由 讨论 5) 知 R/P,Q/P 均 为 8- 模 , 且 + 在 其 上 的 作用 是 平 
几 的 , 即 ? 在 核 中 ,因而 Q/P 与 R/P 可 定义 为 9/t- 模 . 由 g/t 是 
半 单 的 , 故 在 R/P 中 有 Q/P 的 一 个 补 子 9/?- 模 . 此 模 的 维 数 为 1， 
可 设 为 Cero eroER,ACez) 天 0. 76 为 27 在 商 空 间 R/P 中 对 
应 元 素 . 显然 ,Cer。 是 平凡 9/r- 模 . 又 由 (2) 知 ,C-ez。 可 自然 地 成 
为 平凡 的 9- 模 , 即 z， -ezo==0，VYzE8. 等 价 地 ， 

9* -AoCP. 
车 以 70/4Cey 0) 代 兰 .ezo, 我 们 总 可 以 假定 4270)==1. 

故 g6. -ez 为 书 的 子 模 .由 (2) 式 知 xz。，-aro 一 一 adz，YzET. 
故 9 * ef0=P. 

7) 设 CG9) 王 10} ,由 讨论 4) 可 知己 与 是 同 构 的 9- 模 . 令 

$={y€EQ|y* .90=0), 
显然 ,8 是 9 的 子 代数 ,而 且 
dimg ~— dim? =—dims. 
又 由 (2) 式 知 5 站 7 二 10) ,于 是 9=8 十 Tt. 

8) 若 Cl8) 隆 {0}, 即 CC)=r. 由 于 ?为 9- 模 9 的 子 模 ,tr .8 
二 0, 故 8 与 + 均 为 8/?- 模 . 由 9/rt 半 单 , 故 有 ?r 的 补 子 g/t- 模 5, 使 
得 

0 二 % 十 7. 
同样 ,8 也 为 8- 模 . 故 9 .5 一 5s, 或 [g,8] 一 8. 因此 5 为 9 的 理想 ,此 
时 ,0 一 5GY， 
综 上 所 述 ,定理 得 证 ， 上 
推论 车 C(9)=r, 则 9 有 理想 直 和 分 解 ， 
4==C(G) 由 [0,9]， 
其 中 [g,9] 是 半 单 理想 . 

事实 上 ,定理 6. 8. 1 的 证 明 中 之 讨论 8), 只 用 到 CC)=Y+ 这 

一 事实 , 故 
9 一 CCG) 中 5， 
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而 [9,9]=Ls,s]=s. | 

定理 6.8.2 设 4 为 李 代 数 9 的 理想 , 且 8/a 为 半 单 李 代数 ， 

则 存在 9 的 子 代数 9 ,使 得 6 有 线性 空间 直 和 分 解 
9 一 4 十 g:， 

证 ”我们 对 dima 用 归纳 法 来 证 明 . 显然 ,dima = 二 1 时 ,a 为 不 
可 约 9- 模 . 故 由 定理 6. 8. 1 知 结论 成 立 . 现 假设 dima 委 zx 时 ,结论 
成 立 . 要 证 当 dima 二 n 十 1 时 ,定理 结论 成 立 . 

设 * 为 6 的 根基 . 由 于 98/a 半 单 , 故 由 定理 2.1.7 知 Radg/a= 
{0}). 设 x 为 8 到 9/a 的 自然 同 态 , 则 xCr) 为 8/4 的 可 解 理想 . 故 
x(t?)= {0}, 即 YCa. 

”车 a 是 半 单 的 , 故 由 定理 1.6.5 知 
6=aPDC, (a), 


取 91 二 Cs (a) 即 可 . 
车 a 为 可 解 , 且 为 单 a- 模 , 则 t==a. 由 定理 6. 8. 1 知 结论 成 
也 ， 
现 设 a 不 是 单 9- 模 ,ai 为 a 的 非 平凡 子 模 . 故 ai 为 8 的 理想 ， 
日 
dima>dima1>0. 
因而 8/a, 有 理想 a/ai, 且 (9/a1)/(a/a1) 同 构 于 94/4 是 半 单 的 ， 
dima/ai<dima. 由 归纳 假设 ,有 9/ai 的 子 代 数 9 使 得 
g/m=gia/a. 
设 mm 为 8 到 9/q 的 自然 同 态 .于 是 x71(9) 为 8 的 子 代数 , 且 
X71(8)/ai 与 9, 从 而 与 8/a 同 构 , 即 为 半 单 李 代 数 . 由 dima, 二 
dima, 故 有 x71(9) 的 子 代数 9; 使 得 
xl1G9) 一 0: 十. 
这 时 ， 
0=01 十 Qi 十 4 二 91 十 a. 
又 ga=g NN xr 0) fa)=g /= {0), 
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于 是 64g 十 a. 定理 证 毕 ， 下 
定理 6.8.3 设 Y 为 李 代数 9 的 根基 .者 9 非 可 解 , 则 存在 9 
的 半 单 子 代 数 8, 使 得 
4 一 8 十 Y. 
证 在 定理 6. 8. 2 中 取 4 一 +, 即 得 此 定理 . 1 
上 述 分 解 称 为 8 的 Levi 分 解 ,8 称 为 Levi 子 代数 . 
下 面 我 们 讨论 g 的 Levi 子 代 数 间 的 关系 . 
引 理 6. 8. 4 设 9 为 复 半 单 李 代 数 ,V 为 8- 模 .又 f 为 8 到 V 
的 线性 映射 ,并 满足 
f(x,yy])=zr* fly)—y* fr), Vr,yEd. 
则 存在 v€EV ,使 得 
f(x)=r*v, VzEo. 
证 设 6- 模 V 有 不 可 约 子 模 分 角 
V=ViFVs Vi 
于 是 对 xE9, 有 
f= fr) fr) tt filz), f(r) EV.. 
因而 


fl([z,yD) = (D0) —y* [DCz)) 


= Of) ye fiz)). 
故 f(zx,y)=r* fy)—y* filr), 
即 9 到 V, 的 线性 映射 太 亦 演 尼 引 理 杀 件 车 有 xz:EV;, 使 得 f(x) 
二 Zz 则 f(z) 二 =x。 > 因而 ,我 们 可 以 假定 V 为 单 9- 模 . 设 
(zx,y) 为 9 的 Killing 型 . 又 9 的 基 { |， (3 满足 (my 一 0) 故 了 
的 Casimir 算 子 2 zy: = c idy. 
< 一 0, 当 且 仅 当 dimV==1. 此 时 xz，v=0， YxE€9,vEV. 于 
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设 c 关 0. 令 = zf(y) , 若 zE9, 且 


[zx] = 2 iTji, 
7 


于 是 ai 一 ([zz], yy 三 一 (zyLzyy 门 ). 
因而 [zy 一 一 Paiy: 
故 有 


y 一 2 zf Cy) 
一 2 rizf (yi) 十 2 [zx, xijf Cyi) 
一 2 xxf yi) 十 >， 2 airsf (yi) 
一 2 rrf (yi) 一 nt 2 (一 asyi) | 
= DP zzf (9) 一 2 zf Lx,y7]) 
二 2 Zizf yi) — zzf yi) + ziyif (x)) 
= cf (zx). 
故 取 v 一 十 vi 即 为 所 求 。 
定理 6. 8.5 设 # 为 李 代数 9 的 Levi 子 代数 .5 为 4 的 半 单 
子 代数 , 则 存在 90€ Inte 使 得 6(8)C%. 特别 , 若 8 也 是 Levi 子 代 
数 , 则 8G81) 二 5. 
证 设 t,n 分 别 为 4 的 根基 与 突 零 根基 (参看 第 二 章 8$1 的 
习题 6). 故 由 第 二 章 § 3 的 习题 2 知 
[8,r]En, [rrlEn. 
又 由 
4 二 8 十 ?， 
故 有 5; 分 别 到 gr 的 上 映射 mxa 使 得 
2 一 TI(Z) 十 re(z)， YXES, 


显然 ,ri(z)=0 当 且 仅 当 xEr. 于 是 Kerz 一 8 站 rz. 由 于 8 是 半 
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单 的 , 故 Xl 是 一 一 的 . 又 由 
[x,y]= [zm (x) sy) 二 Lr (zr) ,rz(y)] 十 [rs(Cz),ri(y)] 
十 Lre(Cz)yrz(Cy)]， Yr,yES. 


因而 

ri([z,y)= Lan(z),m(y)], (4) 

xa([zsy))= Em) ,raly))— [rly) ,n(x)] 
十 [zs(x) ,ra Cy) J] (5) 
特别 zs《[z,yj)ELs,t?] 十 [r,tr]En. 于 是 
[x,yjE€ESn. 
由 于 51 半 单 , 故 [&; 81] 一 5 ， 因而 
$$ 二 1, 


用 归纳 法 证 明 存在 9€ Int9 ,使 得 
0(081DC58 二 nn， LkEZ,. 
因 &=0 时 ,no =m, 结 论 成 立 . 设 上 时 结论 成 立 , 不 妨 设 
31C8 十 mn. 
由 此 知 m(z)En，VYxzEa. 由 (4) 式 知 (ad。mnoe) 是 8 的 表 
示 ,ne+D 为 不 变 子 空间 . 设 Z=z 二 neruecnwAmetbyzenw, 于 
是 nn 为 名 - 模 , 其 模 结构 为 
T°* z= [Xxxr),z], VrESZENnY. 
令 fT)=m(r), Vr€ER, 
则 是 各 到 n/n41n 中 线性 映射 , 且 由 (5) 式 知 
flLzx,y])=x (Lr,y]) 
=[xm(x) ,x Cy)]— Emly) ,ra(r)] 
=zxf(y)—yf(zr), Vr,yES. 
于 是 由 引 理 6. 8. 4 知 存 在 zEn“/n*+0 使 得 
fr)=A(7)=r + z= [rr),z], 
即 Ra CT)— rx) 2 En DY, YrESI,ZEnNnY, 
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故 adz 是 寡 零 的 .于 是 6=exp adz ElIntg, 且 
0(x)= (exp adz) 工 


一 Z 十 Lzy,r(Cz)j 十 Lzxyzrz(z)] 
十 方 [z,[zsz 了 十 … 
mx) (xz) — [mz),z]) (mod ne+rD) 
mr) (mod n*+"), 
故 
0(81) C+ nety, 
由 于 n 是 睡 零 的 , 故 充 分 大 之 后 n” 一 {0}. 因 而 0GD)Cs.， 上 


习 题 


1. 设 ? 为 李 代 数 9 的 根基 ,上 且 ? 为 单 9- 模 . 试 证 

1) 车 5 为 8 的 Levi 子 代数 , 则 +t 也 是 单 8- 模 ; 

2) adg CDerg. 

2. 设 ? 为 李 代 数 9 的 根基 , 且 YCo,r 为 Heisenberg 代数 , 试 
证 adgCDerq. | 

3. 设 $ 为 李 代 数 9 的 Levi 子 代数 ,包含 8 的 9 的 极 小 理想 I 
称 为 9 的 Levi 理想 . 试 证 

1) 车 EN, 使 得 9 二 9419, 则 [= 中， 

2) 【一 % 十 [no, 引 十 [no,[no,8]] 十 … 其 中 mo 一 [gr]; 

3) [= 2060). 


bE Intg 


第 七 章 ”例外 单 李 代数 


以 Gz ,FE 五 及 Es 为 素 根系 的 复 单 李 代数 , 称 为 例外 复 单 
李 代 数 . 本章 主 要 讨论 如 何 用 线性 李 代 数 来 实现 它们 . 前 面 几 章 的 
讨论 已 经 告诉 我 们 以 4.,B,,C, 及 D 为 素 根系 的 复 单 李 代数 分 
别 可 以 w+1,C),so(22 十 1,C),spGaC) 及 so(22,C) 来 实现 . 因 
而 本 章 实际 上 完全 解决 了 复 单 李 代数 (因而 复 半 单 李 代数 ) 的 实现 
问题 . 


831 李 代 数 G， 


实现 单 李 代数 G, 的 一 个 自然 办 法 是 寻求 Gs 的 维 数 最 低 的 非 
平凡 的 不 可 约 表示 (p,V). 于 是 (GEgl(V) ,pCGs) 与 G; 同 构 . 
可 以 算出 dimV=7. 下 面 我 们 给 出 G; 的 第 一 种 实现 方法 . 

回忆 在 定理 3. 6. 2 中 我 们 给 出 了 B=so(21 十 1,C) 的 结构 . 取 
/一 3. 我 们 将 在 B==so(7,C) 中 找 出 一 个 子 代数 与 Gs 同 构 . 

我 们 在 so(7,C) 的 Cartan 子 代数 

b= {diag (0,ziyTzs Ta, — xi; — 2 — x3) | x EC) 


中 取 子 代数 


ho 一 (diag (0, 21,z2 zs, — Xi, ~— Xe, — ZX3) 


3 
>* 中 
令 

Ca 一 Gu 一 五 3 一 忆 c5， 

Gai = G1 = Eu— Es, 

CR 一 Ch = Ey— Er, 
则 不 难 证 明 
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go 十 CG ij 
是 一 个 单子 代数 同 构 于 42. 再 令 
Gi =—G n=MV 2 (Evy—En)— (Es—Es), 
Gu=—G n=V 2 (Es— Es)— (En— Es), 
Gu 一 一 Gu 一 2 (Eun—En)— (Eo— Ess), 
则 不 难 证 明 
[G4,G 4]=3(Einn— Ett) —diag(0,1s, —1;), 
[G4,G-1]=3G,y, (i 
[G4 G4 = —6uG,, 
[GG =6nG-a, 
[GG j= —sgn G78)2G 
[Ga ,;G-1]=sgn Ci, 7,k)2G, ， 
这 里 


1， 若 (G,7,) 为 偶 排列 ， 
一 1， 若 (i,;,8) 为 奇 排列 . 
因而 令 4 二 { 土 太 ,一 |1 坟 1 志 3,j 天 1, 1 所 j 志 3)， 


9 一 外 十 DyCG.,, 


eEa4 


则 g 是 so(7,C) 的 一 个 14 维 子 代数 . 


0， ”车 i,j,k 中 有 相等 的 ， 
sgn(i,7,k)= 


我 们 再 证 明 V=C’ 是 不 可 约 0- 模 . 记 V 中 典型 基 {(0,，. 


1 ,0，… 0) 11 委 : 委 7) 为 (wo ?Yi U29 73 也 一 1 ,站 3) 


… 0， 


第 {个 


取 瑟 ==diag(0,1,2, 一 3, 一 1, 一 2, 十 3), 则 {w;}) 为 瑟 的 属于 不 
同 值 的 特征 向 量 .因而 六 的 任何 非 零 子 模 了 必 至 少 包含 一 个 vi 


但 由 
CMVo 一 于 2 UVF} Ca 一 一 人/ 2 Uo; 
Ca 一 Gav 二 vj} 
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GriAVij= EV, se 一 十 ] ,i,j ,Rk) 二 (1,2,3)， 


推 知 V 二 V, 即 V 为 单 9- 模 . 
设 t 为 & 的 根基 , 故 * 是 gl(V) 的 可 解 子 代数 . 由 Lie 定理 知 ， 
有 wvEV,v 关 0 使 得 
Rv=A(R)v, VRET. 
因此 
Vi={vEVIRv=AR)v, VRET) 
是 V 的 非 零 子 空间 . 容易 证 明 V1i 是 V 的 子 9- 模 , 故 Vi==V. 因 而 7 
CCL. 但 是 ttG=0, YGE€9, 故 ?二 人 0). 这样 我 们 知道 6 是 半 单 李 
代数 . 
由 于 dim (4 四 4)=6;dim4:=8;dimB: 一 dimC:=10, 故 9 
只 能 是 复 单 李 代数 Gz. 
下 面 我 们 给 出 Gs 的 第 二 种 实现 方法 . 
设 V 是 C 上 3 维 线性 空间 ,el,es,es 为 V 的 基 . 在 了 上 定义 了 
双 线 性 的 数量 积 与 双 线 性 反对 称 的 向 量 积 : 设 u,vEV ,对 应 的 数 
量 积 ,向 量 积分 别 记 为 (xs,m),x Xu.eiyezyes 满足 
(eiye;))=6;, 1<i, /<3; 
eiXei=0， 1<i<3; 


Ee1Xes=es3, 3Xei=e:s, ezXes 一 21. 


设 
a 2 
z=|| 有 | “BECsuwey|. 
在 多 中 定义 加 法 , 数 乘 ,及 乘法 如 下 ， 
Ql Ul 十 Q2 Us __ ai 十 az 2 十 zs 。 
vi Bi zz ps vi 二 ve 六 十 0 
a 老 ya Yu 
"vo Bl lyo rp) Es 
oa ule uw) QQ — (U1 v2) QWs 二 Boul 二 vi Xv 
vi Bil\v, Bl Qav1 BV ui X us BiB: — (vi ,uz) 
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由 定义 可 知名 为 C 上 的 8 维 线性 空间 , 且 多 中 乘法 是 双 线 性 的 . 
名 称 为 C 上 的 Cayley 代数 .显然 ,有 基 


c=|: 0 cele ? c “] 
0 0 0 下 0 
0 0 
Csti=— |， 1 二 1] ,2,3. 


多 中 乘法 不 满足 结合 律 与 交换 律 . 例如 
CaCi 一 Cg， CC 一 一 Ci 
(CsC1)Cs=—C2:, CiCC4C5) 一 一 C1. 
但 是 宝 中 乘法 满足 交错 律 (alternative law): 
XYy=rX ry), yz = (yr)x. 
令 
C={rECEItrr=0}, 
于 是 多。 有 基 C1 一 C;,C3,C4,Cs，Ce,C1,Cs. 容易 证 明 
Go=L{[z,y]=7y—yr|r,yE YG)}, 
- GF=C(CitC) oo. 

以 Der% 表示 多 的 导 子 代数 ,由 于 YDEDer ,x,y€ 安 有 
D(Ci+C2)= D(Ci+C2)=0, 
D(z,y])=[LDz,yl1+[z,Dy], 

故 C(Ci 十 Ci) 与 多 6。 均 是 Der 的 不 变 子 空间 .于 是 多。 是 Der- 
模 ,而 且 这 是 单 模 . 

设 TEYC7)C=%(3,C)), 故 有 T ExC7) 使 得 (Two) = 
QT'v),， Yu,vE€V. 定 义 Dr 如 下 : 

Q@ 了 比 -| 0 Tu 

v pp —T'v 0) 
则 DrEDerG. 故 p(T) 二 Dr 定义 了 s(3,C) 的 一 个 非 平凡 ,因而 
是 忠实 的 表示 . 令 m=p(sL(3,0)), 故 mCDer%. 

又 设 xE 多 ,分 别 以 一 ,表示 工 的 右 乘 与 左 乘 . 由 交错 律 , 容 
易 证 明 

292 


Dr 


9 


D;,y= [lsdy jt Llzsry jt Lr ,ry JE Der 安 . 


特别 取 
| ?| ?| 
C1 一 9 C,= 9 
0 0 0 1 
HE 
MI12 一 ?9 121 一 9 
0 0 0 


故 91 二 {Dens1luEV),82 二 {Deyw |uEV) 为 Der 的 子 空间 . 容 
易 证 明 dim (91 十 和 z 十 m)==14. 
又 TEsLV), 满 足 
Te=Ne;, 1 一 1,2,3， 
则 
让 十 本 十 A 二 0。 
此 时 ,Dr 在 基 {C 一 Cz,C3 委 ; 委 8) 的 矩阵 为 
diag (0,A1,A2sN3, CO—A, CO— No, CO—A). 
因而 7) 的 Cartan 子 代数 了 在 p 下 的 像 
20) 一 媚 王 (diag(0,ha 一 站 ,一 ia 一 13) | 为 十 入 十 如 二 0}. 
容易 验证 
Cm (H)=H, 
因而 刁 为 Der 儿 的 Cartan 子 代 数 , 故 
C(Der®)CCog (H)=HEM, 
Cl(DerZ)EC(M)= {0). 
由 ,为 单 模 , 故 Der 是 半 单 的 . 注意 到 dimH=2, dim Derg 之 
14. 故 DerZ 只 能 是 G,, 且 dim Derw=14. 
本 节 的 讨论 ,尤其 是 以 Cayley 代数 的 导 子 代数 实现 G; 的 讨 
论 中 许多 证 明 的 细节 都 略 去 了 . 读者 均 可 作为 练习 自行 完成 . 


3$2 Clifford 代数 


为 了 讨论 FF, 与 Eo,E1, Es 的 实现 ,这 节 我 们 介绍 一 下 Clifford 
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代数 . 这 类 代数 在 李 群 , 李 代数 ,几何 学 及 物理 学 中 都 有 重要 的 应 
用 . 
设 V 是 域 上 的 维 线性 空间 . B(z,y) 是 V 上 的 对 称 双 线 
性 函数 . 又 以 TT(V) 表 示 由 V 生成 的 张 量 代 数 , 于 是 ,TV =FF， 
TiV=V, 且 
T(7)=To7 十 TI 十 … 十 六 六 十 … 
定义 7.2.1 设 了 ,BCz,y) 与 TIV) 如 上 所 述 .又 设 天 为 由 
{(zG@Qz 一 BCzz)1lIzEV)} 生 成 的 TY) 理 想 . 我 们 称 商 代数 
Cl(V,B)=T(V)/K 
为 结合 于 B 的 V 的 Clifford 代数 . 
令 
T+= DT*V, T-= PT, 
于 是 
TVY)=T+ 十 T- 
是 T(V) 的 Z; 阶 化 ,注意 到 ,zGQz 一 BCzz)1ET+ ,所 以 
玉 一 开 + 十 天- ， 天 -一 天 门 了 + 
因而 
ClCV,B)=CI+ (VV,B)CI- (VV,B), 
Cl+(V,B)=T4/K4 
为 CI(V,B) 的 Z; 阶 化 . 
设 zECICV,B), 则 有 ziECl+(V,B) 使 得 x 二 z+ 十 x-. 定 义 
zx 二 z+ 一 +_, 则 我 们 容易 证 明 zz 是 CIC(V,B) 的 对 合 自 同 构 , 称 
为 CI(V ,B) 的 主 对 合 . 
设 vi,v2,…,v 为 V 的 一 组 基 , 于 是 vEV 有 v= 二 》)Nvi , 因 
而 由 


zu 一 Boo)l = 2 (io 办 机 一 Boooi)1) 
= 2 Xv vi — Blvi,v0)1) 
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十 DN Bvt vO — 2B(v, ,v0))1) 


< 
知 天 也 是 由 {vv;—B (vi,vi)1 ,VOvj; 十 vOv; 一 2B (vi,vj)1}) 生 成 


设 f 为 T(V) 到 TCV) /天 的 自然 同 态 , 则 了 在 TV7TTIY 上 
的 限制 是 一 一 的 . 故 可 将 1 与 V 嵌入 到 CIV,B) 中 ,于 是 ClCV， 
B) 由 1,V 生成 . 特别 记 f(x@y)= 了 (zx) ， f(y), Yrx,yET(V). 

我 们 特别 感 兴趣 的 是 B(x,y) 非 退化 的 情形 ,而 且 在 V 中 有 
基 elyez，…，e， 使 得 

Bleiye)) =6;, 11, jn. 

因而 天 为 {ei:6e; 一 1,eiC9ej 十 ejC9e;) 生 成 的 理想 .此 时 ,将 Cl(V， 
B) 简 记 为 C1(V). 

定理 7.2.1 设 线性 空间 V 的 基 el,e:，… ,es 满足 Ble;,ej) = 
(1 所 i,j 志 4),B 为 V 的 对 称 双 线 性 函数 , 则 V 的 Clifford 代数 
CILCV) 由 eye, ,es 生成 , 且 


es=]l, 一 1 2…… 3 (1) 
Ci€j—=—ejeiy i111, IEn. (2) 
并 且 Cli(V) 有 基 
{lenene | Si <i < Cin ln); 
dim CLOV)=2". (3) 


证 由 Cl(V) 的 定义 易 知 (1), (2) 两 式 成 立 , 并 且 CHCVY) 由 
{1 ,ere,""e 上 志和 过 i 过 之 i, 才 nn;1 志 5 志 n) 线 性 生成 , 故 只 要 证 
明 (3), 则 这 组 向 量 为 基 . 

对 dimV==n 用 归纳 法 来 证 明 . 

当 ”=1 时 ,Cl(V)==L(1,ei) ,结论 成 立 . 

设 n= 二 时 ,结论 成 立 , 现 证 n= 二 十 1 时 结论 也 成 立 . 令 人 太一 
Z(elyez ye 于 是 
ClV)=C1VD)+CIV Yen. 

设 xE€ECIVD)N 站 CICVi)erri, 故 有 yECICV) 使 得 
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T= yerrl. 
两 边 右 乘 es41, 则 有 
et+H1 一 yy。 

因而 

(xX—y) CIL 十 et+Hi) 一 0， 
再 令 V, 二 L(e1,es，"…* ,ei-1); 则 由 CIV1) 一 C1CV2) 十 C1(Vz)es 知 有 
u,vEClV;) 使 得 x 一 y= 二 十 ve ,因而 

(uves) (lerr1)=0. (4) 
两 边 右 乘 以 e 得 

(zekt 十 5)(1 一 cai) 一 0、 
两 边 以 主 对 合作 用 之 ,得 


(~uest+v) (1+err) =0. (5) 
注意 到 ,v€E ClV,), 故 eu 一 wei yewv 二 ver. 故 (5) 式 左 乘 ei ,得 

〈 一 & 十 ve (1 十 et 一 0. (6) 
(4) 式 与 (6) 式 相 加 减 ,得 


2ver(l 二 erti)=0; 2 十 2xkei+i 一 0， 
令 V;= 二 L(eiyezy'**yeE4_196441), 由 24 十 2ues41EClIV3) 知 w=0. 又 
2v(1 一 ex)ECIV3), 故 v=0, 即 有 zx 一 y==0, 于 是 z=y. 由 此 得 
XTX 二 Xerris ZE 一 (Zei)etl 一 一 ZetHe 一 一 el) 即 xes 二 一 zes. 两 边 
右 绞 ei, 得 += 一 +, 故 x 二 y==0, 因 此 CLI(V) 站 Cl(ViDerri= {0}. 
又 rs 为 er 的 右 乘 变换 , 则 ru (CLCV3)) 二 CLOVi)errni, 芒 ,== 
id, 故 
dim CIC7) 王 2。dimCl(C ) 一 24+1， 
由 此 知 ,定理 成 立 。 | 
引 理 7.2.2 设 V 是 域 上 维 线性 空间 . B(x,y) 是 V 上 对 
称 双 线性 函数 , 又 4 是 上 的 结合 代数 ,f 是 V 到 4 的 线性 映 
射 ,满足 
(fx)):=B(r,r)la, YrEV, 
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其 中 14 为 4 的 单位 元 素 , 则 存在 ClCV,B) 到 4 的 唯一 的 代数 同 
态 g ,使 得 
glv=f. 

证 由 定理 4. 5.3 知 , 有 唯一 的 TV) 到 A 的 代数 同 态 己 使 

得 
fly=f, f (1)=14. 
因而 由 CCx))?= (f(x)):=B(zr,r)1a MM{rOzr—B(r,r)1|rE 
V}CCKer , 即 CKerf'. 故 
AST(V)/Kerf (TVI/K) /Kerf /K) 
=Cl(V,B)/(Kerf /K), 

即 有 CICV,B) 到 4 的 同 态 g. 

由 于 V 生成 CI(V,B), 故 g 是 唯一 的 . | 

引 理 7.2.3 设 V 是 上 nn( 之 3) 维 线性 空间 .又 B(z,y) 是 
V 的 非 退 化 的 对 称 双 线性 函数 . 又 设 V 的 基 e,,es,…,e, 满足 
Bleiye;) =6(1<i, jn). 令 Vi=L(ei,e) ;Vs=L(es,er,"" ,en), 
则 

Cl(V)=Cl VCOYV,). 

证 ”我们 作 如 下 约定 : YI(V+,VY:) 中 元 素 z 作为 Cl(V) 
《C1CV1) ,C1CV,)) 中 元 素 记 为 xz (zx' yz 7， 

令 d=e1ez. 于 是 d?== 一 1， 

d (Nei 十 hze2) 一 一 ez 十 je 一 一 (Mei 十 Nez)d， 


a Dre) = Dre)a, 


— (Neither) ( DS ae,) =( yei| (Anel 十 Moez)， 
1 一 3 1 一 3 
因此 
y(dz)= (dz)y, VyEVi,zEV,, 
(dz):= —z:=—B(z,z)1. 
设 V; 到 CICV) 的 映射 f; 满足 
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fi(y)=y, VyEVi, 
fi(z)=~M—1dz, VYzEV;,. 
于 是 . 
(fi(y)):=y= By,y)l, VyEV, 
(f(z)):=B(z,z)1, VzEV;,. 
因而 由 引 理 7.2.2 有 CIV,) 到 CICY) 的 同 态 g; 使 得 
g1(y )=y, VYyEV, 
gi(z") = —1ldz, VzEV,, 
且 
g1CY )ga(z 一 gz gy ) Vy EV,2"EV,. 
又 Vi,V: 分 别 生成 C1CV1) ,CICV2), 故 上 式 对 C1CV1) ,C1CV2) 中 任 
何 元 素 7 ,y 均 成 立 . 故 g 二 gi@gs 是 CICV1)C9CICV2) 到 CLV) 的 
同 态 ,显然 ,g; 都 是 一 一 的 , 故 g 也 是 一 一 的 . 由 
dim(CI(V OCIV)) =2 :2°71=2"=dim(CI(V)) 

知 g 是 同 构 上 映射， | 

定理 7.2.4 设 V 为 域 F 上 2x 维 线性 空间 , 则 CICV) 与 FF 上 
2" 阶 方 阵 构成 的 结合 代数 F?X? 同 构 . 

证 设 n=1. 在 V 中 取 ei,es 使 得 Bleiyej)=6. 设 f 为 V 到 
FX 的 线性 映射 ,满足 

0 | 


f =|! |, fe ,=| 
lo 1 2 0 


0 
于 是 ,有 CITY) 到 的 同 态 g, 使 g (ei:) = 二 flei). 容易 证 明 ,g 是 
同 构 映 射 . 
设 dimV = 二 2n 时 ,CICV) 同 构 于 2 x2 
设 dimV =2(n 十 1) ,要 证 结论 成 立 . 由 引 理 7. 2.3, 有 Y 的 子 
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1 0 
Uetae)) = r+ 中 


空 条 yi1,Vz; 和 使 得 dimV | = :2 dimV; 二 27; 且 - ‘ 
CIV) CLVV)DCIY, "OP Xp 2 
因而 定理 成 立 ， 1 
其 实 , 域 下 一 c 时 可 明确 地 给 出 这 个 同 构 映射 记 


1 0 1 0 
1 一 |， ;二 


iI0 1 0 1/° 
| 。 | 
i 
容易 验证 人 
B=J=P:—Q=1, 


J2P+PJ=J:Q+Q ,=0. 
又 CY xX? 与 C”™@C :@C” 同 构 ， 作 V 到 CC .9 
个 
C2x? 的 线性 映射 了 使 得 
Ce) 一 .1 … "CosCOPCT1T CO…Q7， 1<i<n ; 
i 一 1 个 
f lenti) = :00° 600 ,QOT0…O1,, l1<i<n. 
i 一 1 个 
容易 验证 
， 2n , 2n 
a Dre) 一 | DX) I 
于 是 f 可 开拓 为 CI(V) 到 C2 2 …G@C2? 的 同 态 . 又 因 维 数 关系 ， 
故 f 为 同 构 映 射 . 
由 于 ClCV ) 为 结合 代数 ,在 CICV) 中 有 自然 的 插 积 [x,y]= zy 
一 yz(Yzx,yECILV)) 使 CI(V) 为 李 代数 . 
定理 7.2,5 李 代 数 Ci(V) 的 子 空间 
Cl(V)1s=L{ei,ee;| lkRn, ISi<i<n)} 
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均 为 李 代 数 CI(V) 的 子 代 数 , 且 它 们 分 别 同 构 于 李 代数 yo(z,C) 与 
50( 十 1 C). 
证 显然 , 若 i,j,k 互 不 相等 ,有 
Leie Je jek | = 2eiek. 
而 i,j,&,/ 互 不 相等 , 则 
Eee ,exer)=0, Eeeiyee 门 一 0. 
于 是 CHV) 是 子 代数 ， 
设 CICV)， 到 yo(na,C)? 的 线性 映射 满足 
flexe))=2(Ei— Ei). 
显然 ,这 是 线性 同 构 , 旦 由 简单 的 计算 知 ,f 是 李 代 数 的 同 构 . 
其 次 ,由 
Le;,e;]=eiej;— ejeis 
Lei,ejer =0, 车 i,j, 互 不 相等 ; 
[eiyexexj 一 2es， 若 ; 
知 CICV)1s 是 子 代数 . 
设 C1(V)w 到 so(n 十 1,C) 的 线性 映射 g 满足 
g(ei)=2 M—1(En— En), 
g (eie;)—=2(Eir ti™— Ejtyi+1). 
显然 ,这 是 线性 同 构 , 且 由 简单 的 计算 知 g 为 李 代数 的 同 构 . 各 
特别 , 当 dimV 二 2n 时 ,由 定理 7. 2.4 知 , 李 代数 C1(V) 同 构 
于 gl(2",C). 由 定理 7. 2.5 知 ,CICV)s,CICV)1s 均 为 gl1(2,C) 的 子 
代数 , 且 分 别 同 构 于 so(2n,C) 与 so(2n 十 1,C). 这样, 我 们 就 得 到 
了 DD. 与 了 ,的 2 维 表示 . 


习 题 
1. 设 CICV) 是 实 Euclid 空间 Y 的 Clifford 代数 . 卫 ={1gE 
Cl(V) 1g 可 道 , 且 gxg -IEY，VzEV) 为 群 , 称 为 Clifford 群 . 试 证 


由 plg) (zx)==gzrg 定义 的 po(g) 为 正 交 变换 ,o 为 卫 到 CC7) 的 
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83 旋 表示 


所 谓 旋 表 示 是 soCm,C) 的 某 些 基 础 表示 . 旋 表 示 不 仅 在 实现 
例外 单 李 代数 中 起 着 关键 性 的 作用 ,而 且 在 李 群 ,几何 及 物理 中 也 
有 不 可 忽视 的 地 位 ， 

很 自然 ,我 们 将 soCm,C) 分 成 两 类 来 处 理 . 

I. B,=so(2n 二 1,C) (2 之 2) 

此 时 ,B, 的 根系 为 

人 A 二 { 土 机 ; 土 (4 一 罗 ), 土 (十 和 7) 11 人 1,j,kRn < 
素 根系 为 
IH= {hh ho A A TOA). 
由 于 


(yy) 一 


于 是 余 素 根系 为 
I ={2(C2n—1) CoN) ,4(2n— Dh ,li<n eo 1). 
由 此 不 难 求 得 基础 表示 pl,p:,… ,p, 的 最 高 权 为 


入 入 十 各 ,入 十 入 十 十 加 -4 六 (四 十 入 十 十 加) 


Cis WD = 


1 
2(22 一 1)” 


定义 7.3.1 以 六 (十 2 十 … 十 %) 为 最 高 权 的 基础 表示 和 
称 为 soC2n 十 1,C) 的 旋 表 示 . 以 后 记 为 c, 其 最 高 权 记 为 w. 
以 hh 记 旋 表示 c 的 权 系 , 则 
一 | 士 二 十 目 入土 … 士 二 加]. 
1. D,=so(2n,C) (2 之 4) 
此 时 ,D, 的 根系 为 
4 一 { 士 (一 力士 (4 十 全) 1 入 :<7 委 ”)， 
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= hh 
由 于 
OM) = TT 1<i,j<n, 
Y={4(n—1) mA ,4m—1) Ci 二 4) 11<iSn 1). 
由 此 不 难 求 得 基础 表示 Pi1» Pz ,Pn-1» Dn 的 最 高 权 为 
久 十 入 十 十 丸 ， 1k 和 nn 一 2， 


六 Ch 十 2 十 …… 十 和 -一 各 )， 
到 CQ 二 十 …… 十 和 十 2 


定义 7.3.2 以 方 (Nu 十 2 十 … 十 和-: 士 )) 为 最 高 权 的 基础 表 
示 oo，: 称 为 yo(22,C) 的 旋 表 示 ,分 别 记 为 cu,cz, 其 最 高 权 记 为 


1 » (2. 


4.= | 二 (十 十 2 士 … 士 %)| 其 中 有 偶数 个 一 "| ， 


人.= | 二 (十 士 % 士 … 士 %)| 其 中 有 奇数 个 “一 ?、 


定理 7.3.1 设 V 是 2x 维 的 复线 性 空间 ,B 为 V 的 非 退 化 对 
称 双 线性 函数 . E19E29 ,ez 满足 Blei,ej) =6(1&i ,jn) ,CICV). 
为 V 的 Clifford 代数 . 又 设 


0 1 
0 1 0 /二 1 
p=|? 外 ， o-| 0 | 
Cl(7) 到 C2 CO…GOC2: 的 代数 同 构 f 满足 : 
n 个 
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Fe 一 jjC9PCOP… 罗 71， li<n; 
i 一 1 个 
flesti) = OQ.… 1,, li<n. 
i 一 1 个 
则 
1) f 在 ClI(V)is 上 的 限制 是 so(2n 十 1,C) 的 旋 表 示 o; 
2) f 在 Cl(V): 上 的 限制 是 so(2n,C) 的 两 个 旋 表示 o1 ,os 的 和 
0l 十 Ga?. 
证 由 定理 7.2.5 知 CIV)s,Cl(V Ds 分别 同 构 于 
so(2nt+1,C), so(2n,C). 
又 了 为 代数 同 构 , 故 在 CICV )ay,CICY): 上 和 的 限制 分 别 为 so(2n 十 
1,C) ,so(2n,C) 的 表示 . 
1) 设 万 =diag(zi,zz…zo) ,由 定理 2. 8.5 知 
50(27 十 1,C) 一 gE(22 十 1,72HDVC) 


有 Cartan 子 代 数 
0 0 0 
SY|I0 也 0 Y nz EC 
0 0 —D 
fo 0 0 
一 4 10 0 —~MV—1D||Zzi, rT ECr. 
0 人 一 1DD 0 


再 由 定理 7. 2. 5 的 证 明知 CI(V) 到 so (2n 十 1,C) 的 同 构 g, 此 时 
满足 ， 


SYdiag(0,D, — D)Y —— ~ 1 


gl Drieinien-in) 。 
于 是 
2~MV— 1fg(SYdiag(0,D, — D)7) 
A 一 /一 1 
= ARACEAE | 


i 个 


1,@ 01,, 
en 
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felSYdiag(0,D, ~— D)Y) 
"1 
一 x TO O10 
名 3 四 
故 了 在 C1GY7 ?2 上 的 限制 的 权 系 为 
| 二 (二 ha 士 ka 士 … 士 |， 


且 每 个 权 的 重 数 均 为 1 ,故此 表示 为 o. 
2) 设 D 二 diag (zi,X2，"… ,Xz,). 由 定理 2. 8.6 知 so0(2n,C)= 
g(2n,1m,C) 有 Cartan 子 代 数 


e888 
0 1 


D 0 
(sl jy zz EC | 
0 —D 
0 —V—1D 
-|| [aec| 
V1D 0 


经 与 1) 类 似 的 讨论 知 了 在 CLV); 上 限制 的 权 系 为 
| 二 (二 二 2 十 一 士 1 = 和 Uh 
由 于 hs 站 4 = 多 ,故此 表示 为 mi 十 oz 且 每 个 权 的 重 数 均 为 1. 下 
定理 7.3.2 设 V 为 C 上 2n 维 线性 空间 ,eise:，… ,ez 为 基 ， 
作为 C1(V) 中 元 素 ,满足 
e@=l] (I<i<2n); 
Piej= eje; (1¥j,1Ei, E22n). 
为 CLII7) 到 Cexz 的 满足 定理 7. 3.1 中 条 件 的 代数 同 构 . 则 
trf(e)=0, 1<i<2n; 
trf(V—1e)f (Vle)= -2 1Xi,j<2n; 
trf(ee)f (ee)=—260 li<ij<2n,1<h<LIS2n; 
trf(e)fleRei)=0, li<2n,l<I<hS2n; 
tr(f (V1led)f (MV—1e))=—2, iz¥j; 
tr(f CV —1e)f (MV —1e)) = 2"; 
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tr(f(V—1e)f (ee)) =2, izj,j=hk, i 
tr(fCV—1e)flee)) =—2, i<k; 
tf —1led flee)) =—2", i<k; 
tr(fleiey)f (ejer)):=—2, i<Ij<k; 
tr(f(ee))f (ewe)) 一 一 2 ， kh<i<j; 
trCf (eey)f (exe) )’=2 ,ijk 7 互 不 相等 
tr(flee;)f (ewe)) :=2", i<I. 
证 ”由 定理 7.3.1 知 
trf(e)=trf (ei)f (ejer)=0. 
由 于 
ei€j=—ejeis Vij, 
故 
trf(e)fle)=0, izj. (MV—le)’=—e=—1. 


因此 trf(V—1e)’=—2". 

又 | eiejeje1—=eie1=— ee:» LlF#i, 
Ci€jECiE!— EjEl—~— ee} J 
eEieijiEkEi 一 Cj 一 一 ChE1， kj, 
eiejei6j 一 一 ]， 


eiejere1! 二 一 ereieje1，。 1 7 两 两 不 等 ， 
因而 
tr(f (ee;)f (eren)) = — 2"6u07. 
至 此 ,已 将 定理 中 所 叙述 的 公式 中 不 包含 平方 的 部 分 证 完 . 注 
意 到 若 站 两 两 不 等 ， 
(er erer): = (—1)3D1, 
则 容易 验证 上 述 公式 中 包含 平方 的 部 分 ， 1 
下 节 我 们 将 用 CICV) 与 CICV) 来 实现 构造 例外 单 李 代数 
FS Es. 
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8$4 李 代数 忆 与 Es 


本 节 将 利用 由 Clifford 代数 得 到 的 so (2n 十 1,C) 与 so C2n,C) 
的 表示 来 构造 例外 单 李 代数 F, 与 E. 
引 理 7.4.1 设 % 为 下 上 的 李 代数 ,7 是 9- 模 . 若 p 是 VXV 
”到 9 的 映射 ,并 满足 下 列 条 件 : 
1) p 是 反对 称 双 线 性 的 (或 P(X,X) 一 0，YXETV); 
2) VC(X,7)Z 十 PCY,Z)X 十 PCZ,X)Y7Y 一 0，YXY,ZEV (1) 
3) [E,pX,Y)J=9EX,Y)+oX, EY), YEEQ;X,YEV, 
(2) 
则 线性 空间 8;=8 十 V 对 下 面 的 括 积 
[E+Xi, E+X:)]=[LE, EJ+E * Xs.— Es* Xi+oX1,X;) 
(VE,E:€E09,X1, XEV) 
构成 上 的 李 代 数 .8 为 81 的 子 代 数 . 
证 显然 ,上 述 括 积 是 双 线 性 的 , 且 
[E+X,E+X]=0, VEEQg,XEV, 
因而 ,我 们 只 要 验证 Jacobi 等 式 . 注意 到 
[E+ Xi, [E+X: ,五 ;十 和 3 ]] 
=LE,LE, ;Es]]+ EEX—EEX—[E, Es]X, 
KX ,XIX IAKI EXs— EsX1) + LE, p(X; ,X3)]. 
将 (1,2,3) 依 次 换 为 (3,1,2),(2,3,1) 又 得 两 式 .然后 将 三 式 相 加 ， 
利用 VV 为 8- 模 及 (1),(2) 两 式 即 可 证 明 Jacobi 等 式 成 立 ， | 
由 于 9 的 双 线 性 , 故 要 验证 (1), (2) 我 们 只 要 取 刁 ,了 ,Z 及 已 
为 基 元 素 即 可 . 
引 理 7. 4.2 设 Ei,E2,"* ,En 为 复 李 代数 9 的 基 , 且 [五 ,五 站 
一 CE 又 Xi,Xs,…sX, 为 8- 模 VV 的 基 , 且 


EX = DdisXe, lSi<m; 1 Sa&n. 
8 > 
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记 
万 = (dop)， 1l1&i<m. 

如 果 DiG 王 1,2,，…,m) 满 足 : 

1) PERx (D)’'=—D:’; 

2) tr (CDiD*:)=—n * Ou; 

3) tr > (DiDY)’) = Fmn’, 
则 VxV 到 9 中 映射 

q NX, Dx) 一 A hd: 

满足 引 理 7. 4. 1 中 的 三 个 条 件 . 

证 由 Di’ 的 反对 称 性 , 知 

HX Xp) = — p(Xg, Xe), 

即 pg 满 足 条 件 1). 


又 
LE:,p(Xs, Kp) ]— p(EX,, Xo) 一 PX,, E, Xa) 


= 2 dSE 一 2 da 一 PdrdsE 
= > 2 acs, 一 2 dad 一 Ddras) E. 
另 一 方面 ,由 
[E, EJ]X.— E(EX) + E(EX,)=—0 
知 
2 Cd 一 Pdads 十 dndw 一 0， 
故 


LE;, p(X,, Xp) ]— (EX,, Xp) 一 PX, EXg) 
= >) > dg(Cs 十 CIOE,. 
下 了 
但 是 ,由 trDiD*= 一 n6x 知 
0 = trLD', DD:]= trDILD’, D+ trLD’, Di]D: 
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= tr( DCHDD) + tr( CODLD4 
i i 
=— n(Ch + C$), 
即 
因此 知 满足 条 件 3). 
又 对 于 Xe。 Xp,Xy 我 们 有 
PXas XIXY 十 PXp, KrIX, + PKy, XIXp 
= >) (digds + dodo + dydis) Xs. 
6 
记 
Pla,B,Y,6) = 2) (ddys + ddis + dy.dis). 
由 万 的 反对 称 性 , 知 
P(x(a),x(B) ,Ax(7) x60))=sgnr »* Pla,pB,?,0), 
VE S (0,8,7,6). 
x 为 奇偶 置换 时 ,sgnr 分 别 为 一 1 ,1. 
又 由 于 
trDiD: = Ddig dk, 
=“ 
tr(D2D92 = ») dig dh dys d$, 


ay 有 7 人 
2) DD) — 2 Ptr DD)? 
在 ?二 [3 
= 2) > dg dieCdh ds — 2d%, d$) 


i ap,7,6 


2) Pla,B,Y,6)(P(B,a,6,7) — 2P(B,7,6,4)) 


a,pB,7,6 


= 3 >) Pla,B,?,0)’. 


ay 


但 是 
Dy (trDD92 — 2 Dtr DD): 
ik ER 
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= PD (— n6a)’ — 2tr 2 DD')’ 
isk ik 


2 
一 mn:— mn’: 一 0. 


由 于 dis€R (i 才 m,1 志 a,BS<n), 故 Pla,B,7,6)ER, 于 是 
Pla,B,7Y,6)=0. 
故 pg 也 满足 条 件 2). | 
定理 7.4.3 设 g 为 C 上 单 李 代数 ,V 是 不 同 构 于 9- 模 9 的 
不 可 约 0- 模 , 1 ,Es,，… ,EE 为 0 的 基 ;:Xi,X:…X。 为 了 的 基 . 又 
EX = DdigXp, li<m,]l an. 
B 


记 D'== (dip). 如 果 Di’ 满足 下 列 条 件 : 
1) D: 是 反对 称 实 矩 阵 ， 
2) trD'D’:= —n6,, 
3) tr| 2 CDiD*)?) 一 -oo 
那么 线性 空间 91=9 十 V 对 括 积 
[E+X,F+YJ=[E,F]+EY—FX+oX,Y) 
VE,FEQ,X,YEV 
(其 中 X,Y) 由 fCX。,Xp) 一 2 digE; 确定 ) 成 为 复 单 李 代 数 . 


证 由 引 理 7.4.2 知 gp(X,Y) 满 足 引 理 7.4.1 的 三 个 条 件 . 故 
由 引 理 7. 4. 1 知 % 按 上 述 括 积 确 为 复 李 代数 ,上 且 由 D' 关 0, 知 V 是 
非 平凡 9- 模 . 
显然 ,对 于 9 在 91 上 的 如 下 作用 : 
E*(F+X)=LE,F+X]=[E,F]+E. X (VE,FEg,XEV), 
91 为 8- 模 , 且 8,V 均 为 8 的 不 可 约 子 模 , 而 且 互 不 同 构 . 故 9 一 g 
十 V 是 不 可 约 子 模 的 直 和 分 解 . 设 n 为 8; 的 理想 , 则 [9,n]Sn. 因 
而 n 为 4- 模 9 的 子 模 .于 是 只 有 n=9,n 二 V 与 n 一 9 十 V ,n= 
{0}). 注意 到 ,g 与 V 均 不 是 9 的 理想 . 故 m 一 0: 或 n 一 {0). 因而 9 
是 单 李 代 数 . 1 1 
我 们 利用 紧 单 李 代 数 的 表示 论 的 一 些 结果 (参见 本 章 8 5) ,可 
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以 将 定理 7.4. 3 中 的 条 件 1) 换 成 更 容易 判断 的 条 件 . 
现 假定 0 为 复 单 李 代 数 , 卫 一 {ayaz，…，aw ) 为 0 的 素 根 系 ， 


满足 (,a) 二 2,1 志 LL Cx,yy) 为 8 的 Killing 型 ,T(p) 一 (4,h). 
定理 7.4.4 设 (o,Y) 为 复 单 李 代数 6 的 不 可 约 表 示 . 如 果 
Cp,V) 满 足下 列 条 件 : 
1) A 二 一 A,T(p) 为 偶数 ， 
2) 有 9 的 基 zi,x2，… ,zx 使 得 
tro(xi) Pr) = —dimV *。 Os 


3) tr YY Cpr) pr)): = Tdimg + (dimV )?, 
二 2 


则 在 81 二 8 十 V 中 可 定义 括 积 使 得 9, 为 单 李 代 数 . 
证 由 于 A= 一 A, 故 (p,V) 与 其 对 侦 表 示 同 构 . 因而 ,由 定理 
7. 5.3 存在 V 上 的 非 退 化 不 变 双 线 性 函数 f(u,v). 由 于 (p,V) 不 
可 约 , 且 T(o) 为 偶数 , 故 .Fu,v) 是 对 称 的 ( 引 理 7. 5. 5). 再 由 定理 
7.5.6 知 ,在 Y 中 有 实 线性 空间 V。 使 得 了 一 Yo 十 一 17, (oo 
为 8 的 紧 致 实 形式 8, 的 表示 , 且 fl(wu,v) 在 V。 上 的 限制 是 正定 的 ， 
故 在 Vo 中 有 基 v1,v;，,…,v， 使 得 fvi,v)) 二 6;;,1 志 i,j 二 nn. 由 于 
fplrusv) fu pr)v) =—=0, VrEQo, 
故 p(xz) 在 基 vi ,va,… ,v, 下 的 矩阵 为 实 反对 称 矩 阵 ， 
显然 
pzyy) 一 troCz)o(y)， rz,y€EY 
为 9 上 对 称 双 线性 函数 . 故 由 定理 6.1. 1 知 
pzyy) 一 cCzyy)， 
其 中 (x,y) 为 4 的 Killing 型 ,c>0,(z,y) 在 gs 上 的 限制 是 负 定 
的 .于 是 若 有 9 的 基 Xi;X2，"… ,Tm 使 得 
tr(o(CzD)ozi) 一 一 206， 11 ， 
则 有 9 的 基 y, ,ys，… ,ymE 9o, 使 得 
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(zy 一 (wyye)， 1 寺 i1,km. 


因而 
tr (oCy) Py) ) = —nda, li,hEm., 
和 而且 > 二 > 
7 

其 中 (满足 

Dt 一 Git» 

大 =1 
故 Pity 一 6x. 

和 1 
于 是 


tr 2D) Cply) oy))’ 
i 


hl 


tr oD) 2 tttsitnap zs) Pz) pz ) pT) 


4 $+51o7 ry 


| 


tr 2 (pz) pr))? = mn 


因而 9 的 基 yi ;yz,… ;yasV 的 基 vo ,v2，,… ,vs 满足 定理 7.4.3 的 
三 个 条 件 . 故 91 二 8 十 V 为 单 李 代 数 .1 

现在 我 们 可 以 实现 ,与 Es 了. 

定理 7.4.5 设 8==so(9,C),(p, 了 ) 为 其 旋 表 示 , 则 在 线性 空 
间 9 二 6 十 V 中 有 括 积 使 得 9 为 单 李 代 数 , 此 代数 恰 为 到. 

证 so(9,C) 的 素 根系 为 (1 一 四, 入 一 4, 和 一 入 ,入 }. 旋 表 示 
(p,V) 的 权 系 为 
A= 方 ( 竺 为 士 加 土 加 十 入) 一 人 


故 (o" ,V*) 与 (p,V) 等 价 
又 (psV) 的 最 高 权 为 亡 (4 十 胃 十 如 十 A). 由 (va) 一 2 立即 可 


得 级 ,)= 二 10 一 2i. 因而 ,有 工 (p) = 二 10, 故 定理 7.4.4 中 条 件 1) 满 
足 ， 
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以 8 维 线性 空间 Ts 的 Clifford 代数 CICVs) 中 的 CICVs) ?来 

实现 so(9,0) 的 旋 表 示 .CI(Vs)w4w 中 有 基 
{~V/—1eeer1<i<8,1<j<h<8}). 
由 定理 7. 3. 2 容易 算出 
{pV le) ,pleed) |1 <i<8,1<j<k<8} 

满足 定理 7. 4. 4 中 的 条 件 2) ,3). 

由 于 单 李 代 数 8, 二 8 十 V 中 Y 为 8- 模 , 且 任 何 权 均 为 非 零 权 . 
故 9 的 Cartan 子 代数 也 是 9: 的 Cartan 子 代 数 , 即 >(o) 一 9 一 4. 

又 dmgi 一 dimg 十 dmyY=52. 而 dm4 一 24,dimB 一 dimC， 一 
36,dimD4 一 28. 因 而 9 只 可 能 是 Fi 

定理 7.4.6 设 g=so(16,C),(p,V) 为 其 旋 表示 os( 见 定义 
7. 3. 2). 则 在 线性 空间 9 一 8 十 V 中 有 括 积 使 得 9 为 单 李 代数 ,此 
代数 怡 为 EE. 

证 so(16,C) 的 素 根系 为 人 4 一 Ma,1<i 委 7j 十 Ne} 旋 表示 
ol 的 权 系 为 


A= 地 ( 士 土 入 士 … 士 为) | 奇数 个 负 号 一 一 人 ， 


故人 p” ,V*) 与 (p,V) 同 构 . 又 若 (h,a) 二 2, 易 得 (h,N) 二 16 一 2i， 
1< 委 8. 故 T(Co) 一 28 为 偶数 . 因而 定理 7.4. 4 的 条 件 1) 满 足 . 

由 于 dim(V 十 V*)=23. 而 dimV 二 dimV* , 故 dimV =27. 

以 16 维 线性 空间 Ve 的 Clifford 代数 ClCVye) 中 的 Cl (Vi6)z 
来 实现 so(16,C) 的 旋 表 示 oi 十 02, 即 V 十 V'. 注意 到 定理 7.3.2 
中 的 关系 ,限制 在 V 上 有 

tr(f (eej)f (ere)) y= —26u6n, 
tr(f (ee;)f (erer) = 土 2'， 
其 中 正 负 号 的 选取 仍 按 定理 7. 3. 2 中 的 条 件 选 取 . 由 此 不 难 算出 
{fleie)) |v11 志 1 之 和 16) 满 足 定理 7, 4.4 中 条 件 2),3). 于 是 9= 
9 十 V 中 有 括 积 使 得 9 为 单 李 代数 . 由 于 9 模 V 中 无 零 权 , 芍 9 的 
Cartan 子 代数 也 是 9 的 Cartan 子 代数 .因而 ,r(g) 王 ~(9) 一 8，, 而 
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且 
dimoqi 一 dmo 二 dimnY 一 248. 
但 
dimAs=80, dimBs=dimCs=136, dimDsg=120. 
故 91 为 单 李 代 数 E。， | : 
从 定理 7. 4.5 与 定理 7.4. 6 我们 还 可 以 知道 与 Es 的 根系 


分 别 为 
十 (入 一 为) ， 土 为， 方 (加 士 为 土 丸 十 4); 


士 (一 人 ， 士 (人 二 5)， 广 ( 士 N 士 … 士 Na) ,奇数 个 “一” 


关于 E6,E1 的 实现 ,它们 均 可 作为 Es 中 的 子 代 数 来 实现 . 

定理 7.4.5 与 定理 7.4.6 的 证 明 , 也 可 直接 寻找 满足 定理 
7.4.3 中 条 件 1) ,2),3) 的 基 . 详细 的 论述 及 计算 可 参考 万 哲 先 著 
《 李 代 数 》 一 书 . 

另外 ,我 们 要 指出 这 章 中 用 到 的 单 李 代数 及 其 表示 都 是 具体 
构造 出 来 的 ,事先 不 必 知 道 它 们 的 存在 性 . 因而 我 们 并 不 要 求 事先 
知道 例外 单 李 代数 的 存在 , 却 具体 直接 构造 出 来 这 也 是 存在 性 的 
一 种 证 明 . 


3 5 紧 单 李 代 数 的 表示 


紧 单 李 代 数 的 表示 理论 的 内 容 是 非常 丰富 的 . 我 们 在 这 里 只 
介绍 在 上 一 节 需 要 用 到 的 结果 . 部 分 结果 的 证 明 需 要 用 到 李 群 的 
”理论 ,我们 就 只 叙述 结果 . 

定理 7.5.1 设 (p,V 是 复 半 单 李 代 数 a 的 表示 , 又 go 为 9 的 
紧 致 实 形式 , 则 存在 Y 的 正定 Hermite 型 (u,v) ,使 得 

(PTNusv) + Cu plr)v)=0, YrEgo. 
这 个 定理 的 证 明 要 用 到 李 群 的 结果 ,我 们 仅 叙述 大 致 的 证 明 
313 


步骤 ， 

设 G6 为 ge 对 应 的 连通 且 单 连通 李 群 .于 是 zoE go,exprzoE 
Go, 且 Go 由 {expzolzoEgo} 生 成 . 故 由 p, (expzo) 一 expp(zo) 使 得 
V 为 Go 的 表示 空间 , 且 (dp,,V)= (pyV). 设 (4,v)1 为 V 上任 一 正 
定 Hermite 型 , 则 


(u,v) = | (pi(g)u,p(g)v) dg 


就 是 所 要 求 的 正定 Hermite 型 . 

与 定理 7. 5. 1 类 似 的 有 下 面 定 理 . 

定理 7.5.2 设 (p,V) 是 紧 致 李 代 数 g 的 表示 , 则 V 上 有 正定 
对 称 双 线 性 函数 (u,v) 使 得 

(pTNusv)+ up rv)=0, Yu svEV,rEQ. 

证 明 的 步骤 与 定理 7.5.1 是 一 样 ,只 是 紧 致 李 代 数 是 实 李 代 
数 , 故 V 是 实 线性 空间 . 将 前 面 定理 证 明 中 的 (x,o); 取 为 任 一 正 
定 对 称 双 线性 函数 即 可 ， 

定理 7.5.3 设 (o,Y) 是 复 半 单 李 代 数 9 的 表示 . 又 设 (p*， 
7 ” ) 为 (p,V) 的 对 偶 表 示 . 则 Cp” ,7 ) 与 (p,V) 同 构 的 充分 必要 条 
件 是 存在 V 的 非 退化 双 线 性 函数 f(w,v) 使 得 

forNMusv) + fu pr)v)=0, VuvEV,rEDY. 

证 必要 性 因为 (po,V) 与 (p* ,V*) 同 构 , 故 存在 V 到 VV" 的 

可 道 线性 映射 -or ,使 得 
0 (XIAu= or), VrEQuEV. 
定义 VXV 到 C 的 映射 为 
flusv)=( Au)(v), Vu,vEV. 
显然 ,fl(u,v) 是 双 线 性 的 . 又 
fp ru sv) tf lu ,plzr)v) 

= (2 p(TIUu) (Vv) oA) (pT)v) 

一 (0 (TI) AU) Vv) Cu) (PT)v) 

= 一 (ouU) (pT) (tu) p(T)v)=0. 
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若 xEY ,使 得 f(w,v)==0, Yv€EV, 即 (fu)(v)= 二 0, VET. 
故 extu 二 0. 由 ux 可 道 , 知 ==0. 

又 车 vEV ,使 得 fu,v) 二 0,， YuEV, 即 有 (27) Cv) 一 0, Vu 
EV. 因 为 .4xYV=V', 故 v=0, 即 f(wu,v) 是 非 退 化 的 . 这样 必要 性 
证 完 . 

充分 性 由 于 ju,v) 是 双 线 性 的 , 故 对 任意 固定 的 “由 
(za (v) 二 (u,v) 所 确定 的 -xxuEV* 是 显然 的 ,V 到 "的 映射 
-ey 是 线性 的 . 由 f (u,v) 是 非 退 化 的 , 故 -x 是 一 一 的 . 又 由 于 
dimV 二 dimV' 知 .ex 是 可 道 的 ,又 由 

Jo(CZ)uo) 一 太一 DCZ)) 
知 
(eA PTNU Co) 一 (zz 一 DCZz)v) 
一 (O”(z)etaz)()， VusvEV, 
苑 有 
-gpo(z) 一 0 (Tr) ，VzE0， 
因而 (Cp,V) 与 (o* ,7 ) 同 构 ， 1 

定义 7.5.1 设 (p,V) 为 复 李 代数 9 的 表示 . 如果 V 的 双 线 性 

函数 f(wu,v) 满 足 
f lprTNusv) tf lu pr)v)=0, YuvEV ,rEYQ, 
则 称 f(z,y) 为 8- 不 变 双 线性 函数 ,简称 不 变 双 线 性 函数 . 

引 理 7.5.4 设 (o,Y) 为 复 半 单 李 代数 9 的 不 可 约 表 示 . 若 
1(usv),f2(u,v) 都 是 V 的 不 变 双 线性 函数 , 则 f; 关 0 时 ,是非 
退化 的 , 且 有 cEC ,使 得 户 =c 户 , 广 是 对 称 或 反对 称 的 . 

证 设 态 夭 0, 则 

Vi={v€EV|fi(vi,v)=0, YvEV), 
Vi={v EV|fi(v,v)=0, VYvEV) 
都 是 V 的 真子 空间 ,而且 对 YrxE9,wEV ,v1EVi,w1EV1 有 
filp Ti 0) = —filvi, pr)v)=0, 
及 
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(poCz)oD) = 一 AGOoCz)uo) 一 0. 
因而 Vi,Vi 都 是 V 的 不 变 子 空间 . 由 V 不 可 约 , 知 VV 二 V1 二 {0)， 
即 f; 是 非 退 化 的 . 
由 定理 7.5.3 知 ,所 ,f; 非 退化 , 则 有 V 到 V' 的 线性 同 构 
C0 Vv) =f uv0), Cou) (v)= fi(u,v) 
满足 
Dp” (TIA Ai0(r), 1=1,2, VrEn. 
于 是 -erii.ez: 为 了 的 可 道 线性 变换 , 且 
P(X) AT Aso(7), VrEDd. 
由 Cp,V) 不 可 约 , 故 由 Schur 引 理 知 有 cEC 使 得 
ezT lor 一 cidv， 
故 
falusv)=cfi(uv), VusvEV. 
显然 ,fi(v,w) 一 fi(u,v) 也 是 不 变 双 线性 函数 , 故 有 cEC,c 关 
0 使 得 
fiwu)=cfiv,u) =efi(u,v) 
=cfi(u,v)=c fi(v ,uu). 
故 c==1, 即 c== 土 1. 故 fi 是 对 称 或 反对 称 的 ， 旦 
引 理 7. 5.5 设 卫 = {a,az,…,a,) 为 复 半 单 李 代 数 9 的 素 根 


n 


系 ,h 一 >) ma 满足 (ha)==2,1S&iSn. 又 设 (p,V) 是 9 的 不 可 约 


表示 并 同 构 于 (Co ,V* ) ,4 为 (o,V) 的 最 高 权 . 则 工 (p) 二 (4 如 ) 为 
偶数 时 (奇数 时 ),V 的 不 变 双 线性 函数 f(z,y) 是 对 称 的 (反对 称 
的 )， 

证 设 {ecla€ A) 为 8 的 Weyl 基 . 令 


e+ 二 Sime , ee 一 ye,. 
1 i=1 
则 
316 


[Pie+] 一 了 一 2e+; 
1 


下 


[he-]= > 一 2e-。 一 一 2e-; 


i=1 
n n 
[e+ ;e_] 一 Symi[Lea ,es] 一 Dm 二 hh. 
t=1 i=1] 


于 是 4 一 L(h,e+,e-) 为 8 的 3 维 单子 代数 , 故 (p,V) 限 制 在 4 上 
为 81 的 表示 ,f(z,y) 也 是 91 的 不 变 双 线性 函数 ， 
设 vi 为 (p,V) 的 最 高 权 向 量 . 记 
&=(p(le 0 1 一 0 1 
Vo=L((p(e_)) ua， i=0,1,.. 
因而 Vo 是 91 的 不 可 约 不 变 子 空间 , 由 于 
pA)E:= (T(p)— 27)8,, 


故 
ph)érw=—T(p)éro. 
于 是 
Vo=L(va, ple vs , (ple )) Pov). 
令 


Vi=(vEV|f(Vo,v)=0). 
于 是 由 f(x,y) 非 退化 知 
V=Vo 二 VV， 
因而 
f(é,V1)=0. 
又 
0 一 帮 op 人 6) 十 CE,o(Cp)Ei) 
一 2(7T40) 一 一] 站 866)， 
因而 , 当 i 十 j 关 T(Pp) 时 ,f(&;,&,)=0. 于 是 由 了 非 退 化 知 
fbi,érw 0 i=0,1,,T(p). 
特别 
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6 人 ro ) 一 cooCe_)6ro 
=—f(p(e_)é0,éro-1) 
=(—1)" f(r ,é0). 
由 此 知 T 了 (Cp) 为 偶数 (奇数 ) 时 ,f(z,y) 是 对 称 的 (反对 称 的 )。 
定理 7.5.6 设 g。 为 复 半 单 李 代数 6 的 紧 致 实 形式 ,(p,V) 
为 9 的 不 可 约 表示 ,f(x,y) 为 V 的 非 零 对 称 不 变 双 线性 函数 . 则 
V 中 存在 实 线性 空间 V。 使 得 
V=Vo VO—1V,, 
且 (p,V oO) 为 8o 的 表示 . 
证 由 定理 7.5.1 知 ,V 上 存在 正定 Hermite 型 (x,z) 使 得 
(p(TNusv)t Cu or)v)=0, YrEgo. 
对 固定 的 v, (u,v), 了 (u,v) 均 为 V 上 线性 函数 . 由 于 (u,v)， 
flu,v) 都 是 非 退 化 的 , 故 有 了 唯一 的 v' EV 使 得 
furv)=uv), VuEV. 
因而 ,我 们 得 到 V 到 T 的 映射 " : o (wv)==v'. 由 
(Uy (Viv2)) = fu vy) = fu v1) fu, vs) 
= (uo0 (v1)++o (v2)), 
(us0 Cav))= fu,av)=af (u,v) 
=a(u,0 (Vv))= (u,a0 (v)), 


af (V1 二 v2)=0 (v1)o (v2), 
a (ay)=ag' (v). 
而 且 Yv' EV ,有 了 唯一 的 vEV 使 得 
flusv)= (u,v )， 
故 oo 是 V 到 V' 的 满 映射 ,《o')? 为 V 的 可 道 线性 变换 ,而 且 
130 (pT)V))= fu px)v)=— fp(r uv) 
一 一 (po(Cz)zya (v))= (upr)d (v)), YrE Qo. 
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ao(z)= 一 0Cz)o ，VYzEgc 
于 是 


oip(x)—=p(zx)o'’, VzEo0. 
因而 ,由 Schur 引 理 有 


0f2-=(C idv， c 天 0， 
均 of 二 cl(o') .又 


(uv)= (uo 0) iv)= fu, Co) iv) 
一 上 


&， lo Co) 
Cc 


= fC (wv) su) 


= 二 (0 (v) ,0 (2)), 
取 =z 则 知 c 盖 0. 令 c =c 7 12， 


C 一 C 0 一 C'a/ , 则 
0GCU 十 v) 一 0aCx) 十 CCw) ， 
ol(au) =ag(u), 

0 一 idv， 


op(7)=p(x)o, VzEg0， 
今 


Vo= ivEV Io(v)=v). 
显然 ,V。 对 于 V 的 加 法 ,V 与 实数 的 乘法 构成 实 线性 


空间 ,而 
MV—1Vo={vEV|o(v)= —v). 


易 证 
V=Vo 十 V 一 1VY。， 


oz)7oSTV。， 
故 (o,Yo) 是 go 的 表示 . | 


推论 1 若 TV 也 2 9 Um 为 实 线性 空间 Vo 的 基 , 则 TV19V2y 9 
vm 也 是 复线 性 空间 V 的 基 ,于 是 dimV ,一 dimV. 


自然 ,我 们 称 Vo 为 V 的 实 形式 . 
推论 2 f(w,v) 在 V。 上 的 限制 是 Vo 的 正定 对 称 双 线性 函 
数 . 


YXEgo. 
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事实 上 ,我们 只 要 证 明 f (u,v)ER (YaoEVyo) 及 flu,u)>>0 
(VuE€Vo,u 关 0). 由 于 
(uv)= (4,00)) = fu,v)= fv,u) 
= (Vv,0U))= (vu) = (uv), 
故 f(wu,v)ER. 另 外 ,容易 得 出 
fusu)=(uou))=(u,u)>0. 1 
此 推论 似乎 说 ,我 们 不 必 依 赖 紧 李 群 的 结果 而 得 到 定理 
7. 5.2 的 结果 .但 是 (u,v) 的 存在 性 ,在 我 们 的 叙述 中 仍然 用 到 了 
紧 李 群 的 结果 . 
关于 紧 致 李 群 及 其 李 代 数 的 表示 论 的 结果 ,读者 也 可 参阅 严 
志 达 , 许 以 超 所 著 《Lie 群 及 其 Lie 代数 ) 一 书 . 
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Abel 李 代 数 

Borel 子 代数 
Cartan 矩阵 

Cartan 准则 

Cartan 子 代 数 
Casimir 算 子 
Cayley 代数 
Chevalley 基 
Clifford 代数 
Clifford 代数 的 主 对 合 
Dynkin 图 

Engel 定理 
Heisenberg 李 代 数 
Jacobi 恒等式 
Jordan-Chevalley 分 解 
下 重 线 

Killing 型 

Laurent 多 项 式 代数 
Levi 分 解 

Levi 理想 

Levi 子 代数 

Lie algebra 

Lie 定理 

loop 代数 


《p,q)- 型 Lorentz 李 代 数 


(p ,9)- 型 辛 李 代 数 
(p,q)- 型 西 李 代 数 
Schur 引 理 

Verma 模 
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索 引 


Virasaro 代数 
Weyl 房 
Weyl 基 
Weyl 群 

T- 系 


半 单 李 代数 

半 单 线性 变换 
半 对 合 

伴随 表示 
伴随 模 

包 络 代数 

标准 Borel 子 代数 
表示 

表示 的 核 
表示 的 维 数 
表示 空间 
补 子 模 

不 变 双 线性 函数 
不 可 约 x- 系 
不 可 约 表示 
不 可 约 模 

不 可 约束 根系 


缠 结 算 子 
长 度 
重 数 


重 数 公式 (H. Freudenthal) 249 
重 数 公式 (Kostant) 267 
D 
代数 2 
单 李 代数 10 
单 8- 模 31 
导 代 数 10 
导 代数 序列 38 
导 子 20 
导 子 代数 20 
等 价 扩 张 26 
对 称 代数 145 
对 称 方 36 
对 称 函 数 254 
对 称 张 量 150 
对 偶 模 32 
2- 上 循环 29 
F 
反对 称 函 数 254 
非 本 质 扩张 27 
负 根 97 
负 根 系 97 
负 向 量 96 
复 辛 李 代 数 17 
复 正 交 李 代数 17 
G 
高 度 99 
根 64 
根基 43 
根 链 88 
根系 64 


根子 空间 


核 

换 位 运算 
换 位 子 代数 
环 面 代数 


基础 表示 
基础 支配 整 线性 函数 
加 细 

降 中 心 序列 

交换 

交换 李 代 数 
交错 方 

阶 化 代数 

阶 化 模 

结构 常数 

结合 代数 

结合 代数 的 表示 
结合 代数 的 模 
紧 致 李 代数 
紧 致 实 形式 

局 部 寡 零 线性 变换 


K 


可 解 李 代数 
扩张 
扩张 的 核 


李 代数 
理想 


45 
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例外 复 单 李 代数 289 


滤 过 代数 148 
M 
才 零 根基 44 
咕 零 李 代 数 38 
等 零 线性 变换 46 
模 30 
模 的 直 和 31 
模 同 构 31 
模 同 态 31 
N 
内 导 子 20 
内 自 同 构 23 
内 自 同 构 群 23 
了 
抛物 子 代 数 185 
平凡 扩张 27 
平凡 理想 8 
平凡 子 模 31 
Q 
齐 次 元 素 147 
奇异 元 65 
强 (ad-) 寡 零 元 140 
强 支 配 权 格 251 
强 支 配 整 线 性 函数 251 
权 54 
权 格 251 
权 链 237 
权 系 82 
权 向 量 54 


权 子 空间 
全 形 


三 岔 点 

商 代数 
商 模 
升 中 心 序列 
生成 关系 
生成 元 组 
实 辛 李 代数 
实 形 式 

实 正 交 李 代数 
首 根 

首 权 

素 根 

素 根系 


特殊 线性 代数 
特殊 (p,q) 型 酉 李 代 数 
特殊 西 李 代 数 
特殊 酉 星 李 代数 
特殊 正 交 星 李 代 数 
特征 标 

同 构 

同 构 表示 

同 态 

同 态 像 
通用 包 络 代数 


外 导 子 
外 自 同 构 群 


20 
210 


完备 李 代 数 
完全 可 约 模 
维 数 公式 


线性 李 代数 
线性 表示 
辛 李 代数 
旋 表 示 


一 般 线 性 李 代数 
一 般 线性 群 
西 李 代数 
诱导 模 

余 根 

余 根 系 

余 素 根系 


张 量 代数 
整 线性 函数 
正 根 


27 


正 根系 
正规 化 子 
正 合 序列 
正 向 基 
正则 元 
支配 权 格 
支配 整 线性 函数 
直 和 

秩 

中 心 

中 心 化 子 
中 心 扩张 
主 阶 化 李 代 数 
子 代数 
子 模 
字典 序 
自然 同 态 
自 同 构 

自 同 构 群 
自由 李 代数 
最 高 根 
最 高 权 
最 高 权 向 量 
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A 

ad 

adg 

Autg 

B 

Clm) 

Cs 

Ci 

~ Ce) 4 
ch 

ClV) 
col:A 

D 

Derg ,6 (9g) 
detA 

dim 
Sn,F) 


Gz 
GL(n,F),GL(V) 
glon 五 ) ,gLV) 
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符 号 说 明 


典型 李 代 数 

伴随 表示 

9 的 内 导 子 代数 

9 的 自 同 构 群 
典型 李 代数 

m 在 9 中 的 中 心 化 子 
结构 常数 
典型 李 代 数 

9 的 中 心 

特征 

V 的 Clifford 代数 
矩阵 4 的 第 i 列 
典型 李 代数 

9 的 导 子 代数 

4 的 行列 式 

维 数 

玉 上 阶 对 角 方 阵 代 数 
根系 

正 根系 

负 根 系 
例外 单 李 代数 
自 同 态 集合 

和 矩阵 4 的 第 i 行 第 j 列 元 素 
指数 映射 
例外 单 李 代数 
例外 单 李 代数 
一 般 线性 群 

一 般 线性 李 代 数 


Hom(V ,W) 


L(%) 

No(m) 
n(n,F) 

I 

rowid 
sl(n,F),slCV) 
so(n,F),sol(V) 
splnsF),splV) 
SV) 

su (n) 

tn,F) 

trA 

TO(V) 

Xp 

uln) 

十 

由 

| 


V 到 W 的 同 态 的 集合 

2 阶 单位 方 阵 

恒 等 映射 

诱导 表示 

6 的 内 自 同 构 群 

核 

… 生 成 的 线性 空间 

m 在 9 中 的 正规 化 子 

FF 上 阶 上 三 角 短 零 方 阵 代 数 
素 根系 

矩阵 4 的 第 i 行 

特殊 线性 李 代 数 
正 交 李 代 数 

辛 李 代数 

V 的 对 称 张 量 代数 
特殊 西 李 代数 

上 wn 阶 上 三 角 方 阵 代数 
4 的 迹 

V 的 张 量 代数 

P 的 特征 标 

酉 李 代 数 

直 和 

理想 直 和 

半 直 积 ,开口 对 着 正规 子 群 


